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I^'îdée premiôre de ta Iravail était moins une théorie nou- 
velle de la trigonométrie , science sur laquelle on a écrit déjà de 
nombreux traités , qu'une collection de labiés dressées de façon 
à donner directement, c'est-à-dire sans passer par les loga- 
rithmes , et même sang le secours de la plume , les parties cher- 
chées du triangle sphérique , avec une approximation suffisante 
pour les usages les plus ordinaires. 

La longueur des opérations arithmétiques nécessitées, soit 
par le tracé d'un cadran solaire , soit par la solution de quel- 
ques problèmes d'astronomie usuelle , nous faisait désirer 
depuis longtemps la coDstructioD de pareilles tables, qu'il 
nous semblait facile de rendre portatives en même temps 
qu'applicables A tous les problèmes de la trigonométrie sphé-^ 
rique. 

Le résultat de l'étude que nous avons faite de la question 
a dépassé notre attente ; car nous avons reconnu qu'il suffi- 
sait, pour cet objet, de deux tables i double entrée [et 
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même d'une seule A la riguenr), et qu'il ne fallait pac qu'elles 

. reçussent un grand dévoloppemenl , pour arriver au degré 
d'approximatioi) que nous mchercbions. Celles qui Buivent 
(l'ont qu'un pelit nombre de pages. L'essai qu'on ea fera 
montrera, nous l'espérons, le parti qu'on pourrait en tirer, 
si elles avaient le même volume que les tables de Callet , et, 
à plus forte raison, celui d'un iD-4.°, ou d'un gros in-f.o, 
comme les tables de Briggs. 

Nos calculs avaient été poussés, en très-grande partie 
du moins, jusqu'aux secondes de degré. Mais une telle exac- 
titude n'était pas en rapport avec celte que comporte une in- 
terpolation rapide entre des nombres séparés par de grands 
intervalles. La précision des nombres de l'intérieur des tables 
devait être , jusqu'à un certain point , proportionnée A la 
subdivision plus ou moins grande des échelles d'entrée. 

Que servirait d'avoir , de loin en loiu , un cbiffre exact et 
précis , lorsque Ions les intermédiaires ne ^'obtiennent qu'en 
nombres rondsl Nous nous sommes donc contentés d'écrire 
les degrés, minutes et dixièmes de minutes, ou, ce qui 
revient au même , de diviser le degré eu 600 parties. Nous 
y (fouvions une notable économie, au point de vue tjpogra- 
pbique, tout eu passant de beaucoup l'exactitude exigée dans 
les calculs d'astronomie nautique , où une erreur d'une seconde 
de temps , c'est-à-dire de la 240.* partie du degré , est 
regardée comme de peu d'importance; et en elTel , mesurée 
le long d'un arc de grand cercle, a la surface de la terre, 
elle répond à moins d'un demi-kilomètre. 

Le eslcul du lever et du coucher des astres pour l'usage 
ordinaire , exige encore moins de précision , puisque la piu- 
pavl des a'manachs ne les donnent qu'en heures et minutes 
de temps , c'est-à-dire ne sont exacts qu'à un quart de d^ré 
près. 

Il en est de même des angles horaires d'un cadran solaire. 
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Sud» Gompler la réfraetion de ia luaiiâre , assez coneid^able 
lorsque lu soleil est fwès de l'horisoit , inais dont, à la rigueur, 
on poiirruil leoïr comple , l'iDdâcisioa de la ligne d'onbreoa 
du poiut lumineux reodraît inutile une exlréme exactitadfli 
liirs même qu'on voudrait (ce que l'on ne fait jamais) metUe 
beaucoup de soin dans la détermination de la méridienne , la 
pose de l'axe ou le tracé des lignes. Ces causes réunies ne 
permettent guère, non plus, de rép<H>dre d'une erreur de 
moins d'un quart de degré. 

En géographie ou en navigation, nous pourrions ciler le calcul 
de la distance en lign<> direclo de deux lieux dont on connaît 
la latitude et la longitude , le calcul de l'orientation de cette 
ligne ou de l'angle qu'elle Eaît avec le méridien , etc. Le 
iractionnemeiil du degré en 600 parties était plus que suffi- 
sant pour tous ces problèmes et pour beaucoup d'autres qui 
s'of&eiil journellement à nous. Toutefois . en modifiant ainsi 
nos deux-tables, nous ne renonçons pas à l'idée de les donner 
un jour SDus leur forme primitive, en les angmenlant consi- 
dérablement. 

L'usage veut que de pareilles tables soient accompagnées 
d'un précis destiné, non seulement â eu faire connaître la 
construction et le mécanisme , mais encore A rappeler tes 
principales formules trigonométtiques , les démontrer même , 
et les transformer suivant leurs diverses applications. En nous 
y conformant , nous avons cherché à varier la forme de ce 
précis , à y inlroiiuire quulques propositions nouvelles. Cétiiit 
chose assez difficile , après le grand nombre de géomètres qui 
se sont occupés de la trigonométrie pour les besoins de l'astro- 
nomie, dont elle est lu base. Aussi, de peur qu'en nous ren- 
^rmanl dans les limites ordinaires, la plupart de nos propo- 
silioDs nouvelles ne fussent en réalité des propositions dédai- 
gnées par nos devanciers , nous avons agrandi notre cadre 
et fait quelques excursions dans le domaine de la géométrie 
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de la Bphère , domaine moinB exploré. 11 était utUe , d'une 
part , d'éclairdr certains théorèmes qui servent d'introduction 
à la trigonométrie sphérique; d'autre part, l'invention des 
lignes trigonomélfiques , c'est-à-dire des sinus , cosinus , tan- 
gentes , etc., dont on semble asseï généralement vouloir borner 
l'usage à la mesure pratique du triangle , donne naissance k 
une foule de théorèmes que la géométrie pourrait s'approprier. 
Il y a la une mine fort riche dont nous avons esploilé seule- 
ment quelques filons. 

Quant a la trigonométrie proprement dite, s'il ne paraissait 
pas possible d'obtenir de nouvelles formules plus commodes 
que les anciennes , nous pouvions espérer lu mieux lier en- 
tr' elles. Nos recherches dans ce but nous en ont fait trouver 
d'autres assez simples (art. 37 et suivants) , desquelles on peut 
déduire toutes celles du triangle obliqu'angle au moyen d'une 
élimination focile. Noos y sommes parvenus en faisant une 
élude spéciale du sious-Terse et en essayant d'introduire cette 
ligne dans l'analyse. C'est peut-être un pas de fait pour arriver 
A graver dans la mémoire des formules que leur complication 
on leur bizarrerie rend très- f agit! ves , comme d'autres le 
sont par leur ressemblance même, qui les fait confondre 
entr'elles ; les démonstrations des unes et des autres échappant 
d'ailleurs , elles-mêmes , à cause de leur longueur. Le soin 
de rendre les théorèmes plus palpables, et d'en faire voir la 
dépendance réciproque , nous a constamment préoccupé. Les 
personnes qui, comme nous, ont souvent été forcées de 
recourir aux livres pour retrouver des formules dont elles 
s'étaient servies la veille , nous sauront gré de nos efforts. 

Nous mettons au nombre des meilleurs moyens mnémoniques la 
comparaison des triangles sphériques rectangles et obliqu'angles, 
et, surtout, la comparaison de ceux-ci avec les triangles recti- 
lignes. Nous y recourrons fréquemment. Aussi , quoique nous 
n'ayons réellement en \ue dans ce précis que la trigonométrie 
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6phérique,la rectiligne s'y trouvera déinoDtrée iDcidemment , 
el les démonstrations auront la même rigueur qae si elles étaient 
spéciales; car, ainsi que nous l'avons fait remarquer il y a long- 
temps ('], la généralité des figures tracées sur la sphère, rela- 
tivenient aux figures planes, fait que les théorèmes démontrés 
pour tes premières s'appliquent directement aux secondes, sauf 
quelques modificatioDS , dont il est trte-facile de se rendre 
compte a priori. 

Enfin , et par les mêmes motifs , nous avons qoelqucjbu donné 
deux démonstrations pour nn seul théorème. Nous avons pensé 
que ces répétitions ont le double avantage de fixer l'atteotioa 
des commençants sur les principes fondamentaux , et de leur 
offrir des exemples d'analyse, sans lesquels ils pourraient s'égarer 
au milieu des nombreuses transformations dont les quantités 
trigonométriqoes sont sasceplihles ; qu'enfin , notre œuvre ga- 
gnerait moins en simplicité , par te retranchement de ce qui bit 
double-emploi ou sort des limites de la trigonométrie, qu'elle 
' n'y perdrait en utilité réelle. Ce long avant-propos nous parait 
nécessaire pour en expliquer le bat et la marche et pour justi- 
fier le chois de son titre. 

< 1. nÉFiNmoHS. Ia trigonométrie se définit ordinairement : 
» la science qui a pour objet de trouver , par le calcnl , les 
B parties inconnues du triangle rectiligne ou sphérique , au 
D moyen d'un certain nombre d'autres parties supposées con- 
» unes, n Nons ajouterons : a ou au moyen d'un égal nombre 
B d'éqnalions de relation entre toutes ces parties. » 

Les parties connues on inconnues du triangle sont les trois 
angles et les trois cètés. Le nombre des parties connues néces- 
saires à la solution est le même que celui qui détermine le 
triangle ; c'est-à-dire, trois pour tous les cas , excepté celui des 



(*) Hèmoin sur 1> Spbin, iniéié duu U Rteuiil dtta Soei^é dti S'ititett , 
de l'ÂgriealUre ■( Jtt Artt ia LilU, pour iSiS. 
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Celte définition comprise, il eit bdla de vuir que le rinus de 
90"= 1, que celai de 30« = t/2, et celui de 0° = 0. 

Connut se dît poar abréviation pour sinus complémeolaire, 
ou sinuB dn complément de l'arc que l'on a en vue. Ainsi , le 
cosions-ligne est égal A la distance du sinus an centre du cercle. 
En d'antres termes , le cosinus est la projection horiiontale du 
rayon, dont la projection Yerticate est le sinus ; on bien encore , 
le sinus et le cosinus sont les deux c6tés de l'angle droit d'un 
triangle dont le rayon est l'hjpothénuse. D'o6 il résulte que le 
carré du sinus des tables et celui du cosinus des mêmes tables 
sont deux fractions dont la somme est l'unité. 

Ces relations, qoi font qu'on a fréquemment à considérer ces 
lignes ensemble, ont donné lieu A l'abréviation des termes. Dans 
les calculs, on écrit simplement *in. et eo*. pour sinus et cosinus. 

Il est dair que : eof . 90° = 0, ces 60° = 1 A cos 0° ==s 1. 

Le litau-vtrte est ce qui reste du rayon , quand on en a re- 
tranché le cosinus. 

La tangente , prise dans le sens d'une ligne trigonométriqne , 
est une tangente d'une longueur déterminée , qui , élevée à 
l'extrémité d'un arc , se termine à sa rencontre avec le prolon- 
gement do rayon passant par l'autre extrémité. La tangente des 
tables est le rapport de celte ligne au rayon. 

La Mcante-ligw est le rayon prolongé jusqu'à sa rencontre 
avec la tangente. 

La coiangente et la eoiicanle sont la tangente et la sécante de 
l'angle complémentaire. 

On emploie pour ces mots les abréviations suivantes : long. , 
cot,, tée. , coiéc. 

Il est clair que : 

Tang. = cot. 90» — 0. 
Tang. 45°= cot. «•= 1. 
Tang. 90° = col. = infini. 



D,q,i,.cdbv Google 



(li ) 

Séc. = coBéc. 90" = 1. 
Séc. 45« = C08éc. 450 = |/3. 
Ste. 90«= Goséc. .- ioGoi. 

La tangente, le rayon et la sécante appartenant comme lignes 
à un triangle rectangle et semblable A celui que forment le sinus, 
le cosinus et le rayon , il en résulte : 

l." Que la tangente des tables est égale au quotient du sious 
par le cosinus ; 

S." Que la colangente est le rapport inverse ; 

3." Que la sécante des tables est l'inverse du cosinos , et la 
cosécante l'inverse du sinus ; 

4-° Que , conséquemment , la tommt iet earri» de la iécante et 
de la eoiéeante ttt égale au produit Ss cet mime» carrée. 

Toutes ces propriétés s'expriment algébriquement de la ma- 
nière suivante, l'angle étant désigné par B. 



Séc.'B conséc.* B 

Les sécantes et cosécantes ont disparu des tables , par smte 
de l'usage exclusif des It^rithmes; les leurs ne différanl de ceux 
des sinus et cosinus que par le signe. 11 en est de même du staug- 
veree, dont on peut se passer. Nous remarquerons qu'on aor^l 
paégalementfaire disparaître les logarithmes des cotangentes, 
qui ne différent de ceux des langent» que par le signe ; ce qui 
fait que leurs parties fractionnaires addiUonnées forment l'unité. 

2. Noos avons, jusqu'ici, considéré les rapports appelés sinus, 
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UngeDles, etc., comme dépendant de la considération du cercle. 
Mais 9 est clair qu'ils s'appliquent toui aussi naturellement aux 
cotés du iriangle rectangle dont on considérerait séparément un 
des angles aigus. Le rapport de deux quelconques de ces cAlés 
répond à une valeur trigonométrique de l'angle en question. 

Ainsi appelant B, cet angle aigu; C, l'autre angle aigu, lequel, 
comme on sait, est complémentaire du premier; A, l'angle droit, 
enfin, b, c, a, les c6tés respectivement opposés (a étant, con- 
séquemment, l'hypoléouso], nous aurons les six équations sui- 
vantes répondant aux six combinaisons des c6lés du triangle 
pris deux A deux et plai'és , lanlOt au numérateur , tantôt au 
dénominateur: 

Coi. B = ■: sec, B = coséc. C = — v 

h c 

ïang. B = ■ — ; cot. B = tang. C = -7- ; 

b a 

Sin. B = — ;co8éc. B = sic. C = — - ; 

d'où l'on peut facilement tirer les équations du numéro précé- 
dent , si l'on observe que 

a* :^ b* -t- c'. 

3. COMPOSITION DES SINUS KT DES cosiHts. Théorème fonda- 
mB»tal : a Le produit des cosinus de dmx arcs , b, c, est égal i 
D la moitié de la somme de deux autres cosinvs , savoir : celui 
• de l|t différence des deux arcs, et celui dp leur somme. 

Ç'est-à-dire que : 

Cos. b CO8. c = 1^ COS. (6 — c) -*- 1/2 COS. (6 -1- c) 

Soient (figure première ) , le c«itre du cerde ; 
A B, ni B C = B C, les ares proposés 6 et c ; 
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AC et AC seront reEpeclivemenl les mesurps de leur sommé 
et de leur difTérence. 

Soient CH, CM' les lignes qui représenleiil les sinus des 
arcs AC , AC ; 

OM, OM', leurs cosinus. 

Tirons la corde CC, qui sera évidemment perpendiculaire 
sur 06. 

Enfin, du pied P de cette perpendiculaire (c'est-â-dire du 
milieu de la corde CC 1 abaissons une autre perpendiculaire , 
PQ.surOA. 

P étant le milieu de CC, Q sera le milieu de MM'. On aura 
donc : 

Or, OQ, OM, CM' sont entr'eux , respecliTement, c»mnia 

Cos. b COS. c , ro«. [b + c], cos. (fi — c] 
Ed effet : 

OM 

"ÔC" 

OM' OM' 

_ = _=.cM.AC' = co..(6-., 

OQ OQ OP 

DODC : 

Cos. b cos. c = 1/2 eus. (6 - c) ■+■ t/2 cos. (6 -.-c) 
ou 

Co8, (6 — c] -+- COS. [6 + c) ^ 2 COS. 6 cos. c. 

4. Bien qae Dolre démogsiralion s'applique particulièrement 
au cae ol) b + c <C B0°, il est facire de l'étendre ot de prouver 
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que la formule est générale ; qu'elle s'applique même au eu où 
l'an des angles, ou leur somme , excède l'angle droit, et même 
à celui des angles n^galifs, comme pourrait l'être l'angle [b — e) 
Mais, pour ne pas faire d'erreur dans rappliratîon , Il faut bien 
se pénélrerde la valeur des signes. Ces signes dépendent du sens 
suivant lequel se racsureol les arcs, les sinus et les cosinus, eotre 
l'origine ou limite fixe et la limite variable. 

Ainsi, les arcs se mesurant dans le sens de AB , à partir de 
l'origine A , on regardera AB' (égal à AB. mais placi de l'autre 
cAlé du point A) comme négatif , tandis que AB et AC seront 
positifs; et cela, afin que, dans un cas comme dans l'autre, 
la différence des deux arcs représente le chtmin parcouru 
tur la eirconfértnee , depuis l'extrémité variable du iccond are 
juiqu'à (extrémité variable du premier : la différence étant posi- 
tive lorsque le chemin est parcouru dans le sens de AB , et né- 
gative quand le chemin est parcouru dans le sens de B A. 

U faut donc que : 

AC — AB = -H Bi: 

AC — AB' = -t- AC + AB = -+- B'C. 

De même , attendu que le sinus représente généralement l'or- 
donnée de textrémité variable d'un arc , l'axe des abseistte étant 
le rayon qui patte .par l'tstrémité fixe, les sinus, comme CM, 
CM' placés au-dessus du rayon OA, seront posilifa, tandis qu'ils 
seraient négatifs, s'ils étaient placés au-dessous du même rayon, 
et que, par conséquent, ils répondissent à des arcs négatif. 

Il en csl encore ainsi du cosinw,quieit ('abscisse del'extrimité 
variable de l'arc, abscisse mesurée à partir du centre 0, et qui dés 
lors est regardée comme posilïve en deÇa du centre , c'est-à- 
dire lorsqu'elle répond fi un an: de moins de 90°, et négative au- 
delé, c'est-à-dire lorsqu'elle répond à un arc de plus'de 90°. 

Cette règle des signes des quantités trigon orné triques n'est que 
l'applicalio» d'une règle générale snr les fonctions algébriquet 
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qui I eonmises A la loi de continuité , décroissent jusqu'à téro , 
pour passer ensuite À une valeur négative. Mais ce u'esl pas la 
lieu d'insisler ici sur des considéralions puremeut analytiques, 
suffisamment senties, d'ailleurs , de toute persoone habituée au 
calcul. 

Nous résumerons co qui précède en disant qiio les sinus sup- 
plémentaires sont égaux et de même signe, tandis que les cosinus 
supplémentaires sont égaux et de signe contraire ; que le sinus 
a le même signe que l'arc, tandis que le cosinus en est indépen- 
dant ; et nous poserons : 

Sin. [ — x)==i — sin. x. 

Cos. (— X) ^ -t- COS. X. 

Coa. (90" -F X) = — COS. (90* — ») = — sin. *. 
Sin. (90" -r x) = sin. (90° — a:) = -h cos. a:. 

6. Ceci admis , remplaçant, dans la formule du N."3 , b par 
90* — (, et c par 90° — e (ce qui est permis, puisque cett^fw- 
mule est générale) , on obtiendra cette nouvelle équation : 

Sin.6 sin. e = 1/2 cos. (b — c] — 1/2 co?. (b •+■ c). 

' Enfin , ne pesant que successivement 90° — bit la place âeb , 
et W — c à la place de c , on arrivera aux deux suivantes : 

Sin. 6 cos. c = 1/2 sin. i6 -h c) -»- 1/2 sin. (6 — c) , 

Cos. iàn. c= l/2sio. (6-t-c)— l,/2 8in. (6 — c). 

Ces trois nouvelles formules peuvent, d'ailleurs, se démontrer 
directement au moyen de la même figure ( oïli l'on reconnaîtra 
que PQ représente cos. c sin. b, pendant que QM représente 
sin.ccos. 6etCM — PQ, sin eùn.b) et servir à vérifier notre régie 
des signes ; de sorte que si celle-ci ne semblait piis assez élémen- 
taire, on pourra , au cas présent, s'en servir comme moyen mné- 
monique, sinon comme preuve apriori ; car ceUe r^le a l'avan 
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l8ge de lier ensemble et, par conséquenl, d'aider i retenir quatre 
formules, qui sont d'une grande importance par elles-mêmes 
et par leurs corollaires. 

On voit de suite l'usage de ces formules pour remplacer la 
muUiplicalioD de deux cosinus oU sinus , par une addition od 
une soustraction , c'est-à-dire , par une opération , en gt^néral , 
beaucoup moins longue , du moins , lorsqu'on emploie les pro- 
cédés ordinaires. Mais elles servent davantage .t l'emploi inrerse, 
A cause de l'invention des logarithmes et de leur usage pres- 
qu'exclusif dans le calcul des angles. En effet, elles permettent 
de transformer une fonction de deux termes en ud seul composé 
de deux facteurs , et , par suite , d'en prendre le logarithme. 
Pour cet usage on leur donne ta forme suivante , en remplaçant 
b — c par d, et j6 -*- c par s. 



Cos. rf 




6. Nous avons vu que les quatre formules obtenues précé- 
demmemt (N.o 3 et 5] ne sont que quatre formes diffëivntes de 
la même équation. Elles vonl encore en fournir quatre. En effet, 
cambinant pur adililion et par souslraclîoo les deux premières, 
et , ensuite , les deux dernières , nous aurons : 

Cos. (li-t-e)-i:= COS. 6 COS. c — sin. 6 sin. e , 
Cos. (6— c)==cos.fccos. c-t-sin. tsin. c, 
Sin. (6-t-c) =sin. & cos. c -i-coa. 6 sin. c, 
Sin. (6 — e) = sin.6 sin. e — cos. ftsi». c. 



D,q,i,.cdbv Google 



( )T) 
fonnulesqai permetlent de passer des sînus et cosinus des angles 
composants au sîdus ou cosinus de l'angle composé. Gomma 
elles sont d'un usage très-fréquent > et qu'elles sont faciles ù 
confondre i cause de leur ressemblance , lorsqu'on les applique 
de mémoire , nous hasarderons , comme moyens mnémoniques , 
les observatiims suivantes : 

L'angle le plus f^rand répondant au sinns le plus grand et au 
cosinus te plus petit , dans les limites de 00° que notre démons- 
tration primitive suppose, on s'explique déjà dans ce cas (où 
tous les facteurs des termes du second membre sont posïlifsj le 
signe — do la \." formule comparé au signe -4- de la seconde , 
comme le signe + de la 3.* comparé au signe — de la A.^. 

De plus , dans les deux premières formules , c'est-à-dire dans 
celles du cosinus composé , on voit 6gurer le produit de deux 
cosinos et le produit de deux sinus ; tandis que , dans les deux 
dernières formules relatives au sinus composé, ce sont des 
produits mixtes, ou d'un sinus par un cosinus. Il en résulte que , 
si on prend les angles 6, c, négativement , dans les facteurs, 
le sinus change de signa, et que le cosinus n'en ct^inge pas, non 
plus que les valeurs du cosinus composé ; tandis que le sinus 
composé en change ; ce qufse vériQa. Il en résulte encore que , 
lorsqu'on pa^e par degrés d'une circonférence de cercle à une 
ligne droite , par l'accroissement indéfini du rayon, l'arc con- 
servant la même longueur dans son mouvement de recliâcation , 
la valeur du cosiuus composé se rapproche de l'unité , et le se- 
cond terme décroissant graduellement , finit par s'évanouir de- 
vant le premier. Quant au sinus composé, comme il se rappro- 
che de plus en plus de l'arc composé , il finit par se confondre 
avec la somme ou la diiTérence des arcs simples : ce qui a lieu , 
en effet, dans les deux dernières formules , où les cosinus com- 
posants s'approchent continuellement de l'unilé et disparaissent 
comme facteurs , tandis que les sinus composants finissent par 
se confondre avec les arcs , ainsi que nous venons de le dire. 
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En rAsutné, la supposition d'un rayon infini dans l'une quel- 
conque de ces quatre formules nous fait d'abord voir si elle stp-' 
appartient A un sinus composé ou à un cosinns composé , et le 
signe du second ternie nous apprend ensuite s'il s'agit d'une 
■ommo DU d'une différence. 

Finalement , nous ferons remarquer quecesquatre formules, 
comme les quatre précédentes , n'en font réellement qu'une 
seule. 

La t.° donne la 2.' quand on change ■*■ c en — c ; cos , c res- 
tant ce qu'il est , tandis que sïn. c change de signe. 

Elle donne l.t 3/ quand on remplace 6 par 90" — b el-t- e 
par — c; cos 6 devenant sin, 6, et récii-roquement , tandis que 
sin. c ne fait que changer de signe. 

Enfin elle donne la \.' quand on change b en 90° — b , sans 
changer te signe do c. 

Kéciproquement, on peut revenir d'une des dernières équa- 
tions à la première , d'une manière analogue ; de sorte qu'il 
suffira de se rappeler une de ces formules , pour en déduire 
analjtiquement les trois autres. 

On peut même , si on les suppose démonLiées sans le secours 
de celles des articles 3 et 5, en déduire ces dernières par une 
simple addition ou soustraction, ainsi qu'il est facile de )evéri6er. 

Or , il e&tste -. pour les premières, une foule de démonstra- 
tions directes , parmi lesquelles nous ferons choix de la suivante, 
qui s'appuie sur un théorème fort fécond , et en même temps 
fort ancien , puisqu'on le trouve dans l'almagesle on la grande 
composition mathématique de Ptolémée (*). Co théorème, dan» 
la Irigonnmélrie sphériqne des anciens, tenait lieti des formules 
ci- dessus. 

Il consiste en co que : dam tout quadrilalire interît ABGD 
(Gg. 2) h rectangle contlruH sur les diagonales AG, BD. iquivaul 
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à la tomme de» redmglet des c6tit oppbsit , tavoir : AB x GD et 
BGxAD. 

Ptolémée, afin de s'en servir pont dresser ses tables des cordes 
en parties du diamètre (ce qui revient aux sinus d'ongles réduits 
à moilié) le démontre en tirant du sommet B jusqu'i la diagth- 
cale AG qui joint les sommets voisina , une droite BB faisant 
avec les côtés AB , BG , des angles A6E , EBG , inversement 
égaux aux angles ABD , DBG , qui ont leurs sommets en ce 
point B. 

Les anglesBDA.BGA, ayant tous deux, pour mesure, la moitié 
de l'arc BA , et les angles BAG , BDG , tous deux pour mesure, 
la moitié de l'arc BG , le triangle BAE est semblable A BDG , et 
le triangle BEG au triangle BAD ; ce qui donne : 

BD X GE = BGx AD. 
BD X AE = BAx DG;_ 

el, par conséquent, 

BD X AG = BG X AD -H BA X DG ; 

propriéié qui lui suflit, au moyen de différentes snppositioni de 
la valeur des arcs AB , BG, GD , DA , pour calculer la série 
des cordes de tous les degrés du cercle. 

Ce Ihéorëme s'appliquera immédialeraent aux sinus et aux 
cosinus , si l'on fait attention que les cordes sont entr' elles 
comme les sinus de la moitié do leurs arcs. Supposant, par ex- 
emple , que la diagonale B D suit un diamètre , les cAtés placés 
dans le même demi-cercle , tels que BG et GD , ou BA et AD , 
seront entr'eux comme les sinus el cosinas d'un même arc ; sa- 
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gonales AG el BD firigea dans la nAue proportion , c'est- à-dire 
réduites A moitié , seront , savoir : 

A G , comma le sinus de -^ + -r- , et 6 D comme le rayon. 

Or, les arcs — — et — r-sont indélerminé*; 
2 2 

si on les cbsoge on a et A , la propriélâ précédente revient évi- 
demment à l'éqiialion 

Sin. (a -i- 6] = sin. a eos, b •*■ sin. 6 cos. a ; 



les rapporter à l'arc — — (C'est-à-direàlamoiliéderarc opposé 

il BG , au lieu de la moilié de l'arc adjacent [ ce qui a ie même 
résultat que de ctiangcrfien 9U« — e) , elle revient à celte 
aulre équation : 

Cos. [c — a) = sin. a sin. c -t- cos. e cos a. 
Les deux dernières formules se déduisent également tia même 
théorème , ainsi qu'on peut le voir dans Carnot , & qui appar- 
tient la priorité do celle application ('). 
' 7. Opérant comme il est indiqué plus haut (5 et 6] , 
On rccotinattra la légilimilé des Iransformatioos suivantes: 

Cos. 2 c 

= sin.* 6 COS.* c — sin.'c eos* b 

^ (1 - COS.* 6) COS.* c — (t — COS.* c) COS.* b 

= 003.* c -— COS.* b =: sin.' b — sin.* c 
= (cos. c -t- cos. 6) (cos. e — cos. b) 
= (sin. b-hsin. c] (sin. b — sin. c). 

(*) CDiiélaloii Jei ll-urïi de gtomcUie, N." iS;. 
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Doncl." la diffirence des demi-cosinus du arei doublet ett é- 
gale à celle des carrés des cosinus des arcs simples , eommt à celle 
des carrés des sinus des mêmes arcs • 

2," Le produit des sinus des deux arcs composés de la somme ou 
de la différence de deux autres ares , est égal au produit de ta 
somme des sin^s des arcs composants par leur différence, comme 
au produit de la somme des cosinus des mimes arcs composants , par 
ta différence ; dt plus eliacune de ces trois quantités est égale à 
celle de la première catégorie- 

On trouvera encore que 

Cos. 2 6 -t- COS. 2 c 

= COS. (O -I- C) COS. [o — C) =: COS. 6 C03. c 

~ sin.' & sÏD.* e = cos.* c -t- cos/ 6 — 1 = cos,' c — sin.' b 
= COS.* 6 -— sin.* c =-- (cos. 6 + sin. c) (cos. b — sin. c) ; 
= (cos. c — sin. b) (cos. c + sin. 6). 

8. La considc ration des sînus-verses devant nous conduire 
à quelques ihéorëmes ulîies , on nous pardonnera une inoova- 
lioti qui coosîsle à les désigner d'une manière abrégée , pour les 
inlroduire dans r,inalyse algébrique , â l'imilalion de co qui se 
fait pour les autres lignes trigonomé triques. 

Sans vouloir apporter dans le nom lui-même un changement 
qui ne peut être autorisé que par la fréquence de son emplof 
ou plutôt , par un besoin indispensable , comme celui qui a 
fait dire cosinus , au lieu de sinus complémentaire , que l'on 
trouve dans les anciens auteurs , nous proposerons d'écrire siiu- 
plement 5. vprt ou même Vfrtqui suffit pour rappeler le nom 
usité , en ilifférenciant complètement cette abbrévialion des 
autres , et de dé.^igner par susin ou suoers , son supplément, déj6 
nommé Su -si nus- verse. Ceci convenu , nous pouvons poser 

Wrs, (— a) ^ vers, a ; susin. I — a) = susin. a ; 

Susin. a ■+■ vers, o = 2 ; susin. a — vers, a = 2 cos..a ; 
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■ _„ ■ « ^*"- * *'"• " __« / Têts, a . 

lin. a suBiD. a suBin.a 

Vers, a — vers, c = gusia. c — gugin- a = cos. c — cos. a ; 
Susin. o — vers, c = susin. c — vers, a =i cos. c ■*■ cos. a ; 
Vers. {a~i-c) — vers, (a — c) ^ susin. (fl — c) — susin. (a -t- e) 
= 3 fin. a sin. c ; 

Snsin. (a — c) — ver» (o H- c) = susïn, [at-e) — ver», (a — c) 
= 2 cog. a cos c : 



Ainsi , enlr' autres propriéléa, \e tmut-verte et son tappUment 
jouissent de celle d'avoir pour ^moyenne proportionnelle le êinvt , 
et pour quotient le carré du rapport du premier au linus. 

Or le sinus-verse et le sinus sont l'abscisse et l'ordonnée de 
l'extrémilé de l'arc , r.ixe des abscisses passant par le centre, el 
leur origine étant piise à celle de l'arc lui-même, comme on le 
fnit assez souvent. L'ensemble de ce» deux lignes est donc fort 
propre à caractériser l'arc. Nous pensons que c'est à loit qu'on 
néglige ta première- 

9. Faisant b :^ c dans les valeurs de cos b cos c et 
sin fi sin c (3 et 5 ) nous arrivons aux équations suivantes ; 
Sin.' 6 = 1/« vers, (2 6) ; cos.' b=. 1/2 susin. (26). 

Faisant , ensuite , p -^ 3 6 , il vient : 




Sus. p = 2 cos-' 
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vers.p sin. p p 

sin. p Busin.p 2 

vers, p /vers.pV ^p 

susin. p \ sin. p J '2 

Donc 1.° le BÏu us- ver se d'tin arc double csl égal au double du 
carré du sÎDUS de l'arc simple , oa au double du produit du anus- 
verse de cet arc simple par son supplément. 

2." Le sinus d'un arc est égal à In racine carrée du demi-sinus- 
verse de l'arc double, et le cosinus à la racine carrée du Bustnus 
verse du même arc double. 

3.° Le rapport du sinus- verse au sinus ou du sinus au susinus- 
verse de l'arc double csl égal 3 la langenle de l'arc simple. 

4.« Le rapport du sinus verse au susinus-vcrse est égal au 
carré du précédcnL 

10. De la troisième des propositions qui précèdent , il résulte 
que , dans les arcs Irës-petil^ , le sinus-verse peut être négligé 
vis-à-vis du sinus, comme étant du second ordre; il en est do 
même du sinus vis-à-vis du susinus-verse. 

11. De ce que 

Sin. (a — c) = sin. o cos. c — sin. c cos- a , 

Sin. [a -f c) := sin, a cos. c -*• sin. e cos. a , 

sin. (-la) — sin. (Se 
Sin. (a — e) cos. [a-t-c):=: 

= sin. a cos. a — sin. c cos. c , 



= sin, a COS. a -h sin. c cos. c , 

il résullo : 
Sin, [a -t- c) vers, (a — c) = (sin. a — 
Sin. (a ■*■ e) susîn. {a — c] = [sin. a -v 
Sin, (a — c) vers, (a h- c; = (sin. a-t- 
Sin. [a — c) susin. [a-t-c)=[s\n. a — 

propositions qui s'énoncent d'ellcs-mémet 



c)[co8. C —cos. a), 
c) 'co.";. C-+-COS. a), 
c) (cns. c — COS. (i), 
e) (ros. c-t- COS. a); 
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On en lire , comme corollaires : 



vers. 


(« 


— '] 




vers, a 


- 


vers 


' 


vere 


{' 


-tt) 





vers. 


(a — 


) 


C09.e 


— COB 


a 


vers. 


[a^c] 



Ein. a — flin e 
gin. (a-*-e} 

gin. 0-4-510. c 
COS. c — COS. a sin. [a — c) 



12. Obserrsnt encore que (9) 
Ver». (o-t-cl = agin.* — 5 — ,susin. (a-t-e)=2cos.' — ^ — f 
Vers, (a — c)=:2 sin.' — - — , susin. [o — c)=:2cos.' — 5 — î 

nous arriveronB à ces nouvelles (r&usformalioas : . 

VBr9.(a-t-c)verâ. (a— c)=(cos.c — coB.n)* = [Ters a— vers.c)' 
Susîn. (a ~\- c)susin. [a — c) ^ [cos. c-hcos. a)* 
Vers, [a -t- c) susin. (a — c) ^ [sin. a + sin. e)* 
Vers, {a — c] snsin. (a -+- c) = (sin. a — sin. c)' 

Eii«in. (a — c) snsin. <a — cWers. (a — c] gusin.(a — c)8nsin.{a-hej 

vers. (a-<- c) vers, [a — c) vers, (o-t-c) susin. (o-«-c) vers-^a-f-e! 
(cos. e -+- COS. »;' sin.* {a — c) 

sin.' (a -*- c] (cos. c — cos. a)' 

susin. (o-+-c) susin. (a-v c) vers. {a-*-c] susin. (a-Hc)sus-(o — c) 
vers, (a — e) vers, (a-t- c) veis. (a — c) susin. (a — c) vers. (a — ej 
^ sili.'l»*') ^ (cos..H-co».al' 
(cos. C — COS. a' sin.' (a — c) 

13. TABLESDESSinnsKATonELS, COSINUS, etc. L'équalîonl'art. 19. 

Sin.' 6= i -2 vers. [26) 
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que l'on peut , après le remplaceinent de b par 1/8 b , mettre 
soQg cette forme 



Sin. (l/2ft) 



_v/ t — Vl — sin.'t 



permet , en partant de la valeur connue d'un seul sinus 
( comme, par exemple, celle de 30°, qui est 1/2], d'arriver par 
une série des sous-doubles à un angle de moias d'une seconde , 
paresemple; assez petit, enGn, pour qu'il n'excède pas la limite 
d'erreur qu'on voudra s'imposer dans la détermination des autres 
angles. Le sinus et le cosinus de ce petit angle étant trouvés, 
les formules du N.» 6 donneront la facilité de calculer , à moins 
d'une unité près, en fonction de celte petite commune mesure, 
toute la série ascendante des sinus et des cosinus. Cette première 
table construite, il sera facile de passer à celle des sécantes et 
cosécantes , qui sont les inverses des cosinus et des sinus; et & 
celte des tangentes, qui sont les quotients d'un sinus par le 
cosinus correspondant. Mais cette voie est longue ; on a d'autres 
méthodes que nous n'examinerons pas. I,es tables des cosinus , 
sinus, tangentes et sécantes sont faites dt^puis longtemps. Il nous 
suffit de montrer la possibilité de les faire on de les vérifier. 
Nous parlerons cepeAdaot de deux Ibéorëmes qui , découlant 
des fonoules précédentes , abrègent les calculs de la première 
table. 

14. Combinant les valeurs de cos. (6 •+■ c] et cos. {b — c) ou 
de sin. [6 ■+■ e) et sin. [b — c] , on en tire : 

Cos. (6 -+- c) = 2 cos. b COS. e — cos. {b — c) , 
9in, [6 .*- c) = 2 cos, b gin. e ■*■ sin. (6 — e). 

Ces deux formules épargnent déjA une des deux multiplica- 
tions des cosinus on sinus. Il soffit pour cela de s'aider d'une 
valeur inférieure, déjà obtenue. 
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De plus, ai on pose b = 60". d'oà réanlle cos. b = l/'2, il 
vient : 

Coï. {60» -t-e] = COS. c — COS. (60" — c), 
SÎQ. (60« -4- «) = sïD. c -h sin. {60' — c), 

équalions qui n'en font encore qu'une seules car, pour tirer la 
seconde de la .première , il suffit de remplacer dans celle-ci , c 
par 90» — c. 

Il résulte de ces équations, qii'uu^legsus do 60», les sinus el les 
cosinus seront doDnés par une simple addition ou soustracUoD. 

iô. Divisant l'une par l'autre les deux équations 

Sin. [b -(- c) = sin. 6 cos. c ■+■ cos. b sio. c 
^ (laog. fi + lang. c) cos. b cos. e , 

Cos, [fi -4- cj =: cos. fi COS. C — sId. C sin. fi 
= ( I — lang. 6 tang. c] cos. fi cos. c , 



Tang. b lang. e ■*• (tang. b -<- lang c) cot. [b-^-c}:= 1 . 

C'est-â-dire , 1.» que la tangente d'un angle ligal à la somme 
de deuK autres angles , est égale au quoltenl de la somme des 
tangentes particulières par l'excès de l'unité sur le produit des 
mêmes tangentes ; 2." que , si on fait les produits deux~à- 
deus des 3 quantités suivantes , savoir : les tangentes séparées 
de deux angles et la coUngenLe de leur somme,, ces trois 
produits additionnés feront l'unité. 

Pour appliquer [a valeur ci-de^sas de tang [fi + c) aux cotan- 
gentes , il suffit de renverser les termes de la fraction qui 
l'exprime ; ce qui donnu : 
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taog. 6 + lang. e cot. c -h col. A 

Faïgaol b =^ 45", et laissant dans lu cloute le signe de c, la 
valeur de tang. (b + c) se change eo 



1 =p tang. c col. e=p\ 

16. Des valeurs trouvées ci-dessus [N.» 5 ) pour sio. a -4- 
lin. d et sÎD. < — Ma. d, il résulte 
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Donc: la somme et la différeace des sinus de deux arcs 
sont entr'elles dans le même rapport que tes tangentes do 
la demi-somme ot de la de mi- différence des mêmes arcs. 

17. La règle des signes dont nous avons parlé (art. 4 > ^ 
propos des sinus et des cosinus , donne pour la laDgenle, ou 
le quotient du sinus par le cosinus correspondant , 

Tang. (— 3;) = — (ang. a:. 

Cot. ( — x) = — cot. X. 

Tang. (90" -^x) = — cot. a; = — lang. (90" — x). 

Cot. (90" + x) = ~ lang a: = — cot. (30" — x). 

Ces denx dernières équations nous apprennent (fue : o les 
» tangentes supplémentaires , de même que les cotangentea 
s supplémealaires I sont égales, mais de signe différent. 

16. LeIIKRS PBÊLIHINAIHBS , FOUK LARÉSOLDTION ntJ TRIANGLR 

SPHÉfttQDB. On sait que les relations qui existent entre les 
angles et Le» cAlés du triante tpbérique ne «nt autres que 
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celles qui lient les angles dièdres et les angles plans , de l'angle 
solide triëdre. Avant d'entrer daus l'examen de tes relations 
il esl nécessaire f|ue nous adoptions quelques dé nominal ions 
DouTdles , afin d'éviter la confusion que le mol angle , employé 
en trois sens différents , apporterait nécessairement dans les 
démonstrations , et la fatigue que causent toujours les circon- 
locuiions eD n'arrêtant pas tout d'abord l'esprit sur l'objet 
présenté. Nous réserverons la dénomination à'angU â l'angle 
plan; nous donnerons le oom de coin & l'angle dièdre, et 
celui à'angloïde à l'angle solide , ainsi que l'avait propoié 
Legendre. 

A eus dénominations nouvelles , nous en ajouterioos volon- 
tiers une, pour remplacer celle d'arc de grand cercle qui ss 
représente trop fréquemment , pour rester â l'état de circoD- 
loculîon. Celte espèce de ligne est surtout remarquable en ce 
qu'elle est la plus courte sur la surface de la sphère , comme 
la ligne droite sur le plan. 

Peut-être pourrait-on profiler d'une légère différence de syno- 
nymie, pour appeler ligne directe la première , et ligne droite 
la seconde ; peuL-étre aussi serait-il possible de s'emparer de 
quelqu'une des dénominations les moins usitées de la sphère 
céleste. 

En attendant que l'espregsion ci-dessus > ou toute autre, 
obtienne l'asseniiment des géomètres , nous éviterons le plus 
qne nous le pourrons l'emploi de l'ancienne, en appli- 
quant exclusivement â cette ligne, parmi toutes celles qu'on 
peut tract-r sur la sphère, les dénominations de perpendicu- 
lûie , d' (Clique , de transversale , etc. , de la même façon 
qu'elles s'appliquent k la ligne droite , lorsqu'il est question 
de %ures pbaes. 

19. Ceci convenu , on sait que Je coin a posr nwBBro l'angle 
de la section perpendiculaire à sou arête , d'où il réndle 
que l'angle tphérique a pour mesure , sur la surface de la 
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qtbère , l'arc do grand errcle dont son EommolMt le pâle, 
et qui est compris entre ses calés ; cet arc de grand eM<ck 
Maot conip.-iré bu quadrant , qui est complé pour OO* 

Quant à l'aire ou surface du triangle sphériquo, comme on 
l'entend habituellement , c'est-à-dire eo la prenant pour la 
mesure de l'auttlaide qui lui répond et qui a wo sommtt 
an centre de la sphère , on la mesure ordioairemenl vhf- 
mime en la comparant au Iriangle trirectangle , pris pour 
unité de surface. 

Ce triangle trireclangle, moitié du fuseau droit , répond à 
l'anglwde formé au ceulre de la sphère, par trois plans pci^ 
pendiculaires entr'eux; auglolide qui , effectivement, e^t pour 
l'espace indéfini situé autour d'uo point , l'analogue de l'aa^ 
di-oit , pour le même point , rdativemeot à un plan indéfini : 
cet angloïde, trirectangte , est celui auquel se rapportent In 
3 coordonnées de la géométrie à 3 dimensions , comme les i 
coordonnées de la géométrie i 3 dimensions se rapportent à 
l'angle droit. 

D'après celte manière de voir , la sphère enliërn contient 
8 unités de surface ou 720°. C'est-à-dire qu'elle équivaut à 
un tiombre qnelconque de grands secteurs Bphérîques(Du den»- 
iiiseaux] , dont les angles d'ouverture mesureraient ensemble 
Sangles droits ou ^i(y•. 

20. Pour arriver aux propositions qui foot l'objet dsi arti- 
cles suivants , nous rappellerons quelques théorèmes démon- 
trés dans tous les traités de géométrie. 

1,4 Deux grands cercles, comme RAK'A', lAfA', [fig. 3), 
te coupeat toujours en deux points diamétralement opposes, 
A , A' , et par conséquent , se coupent réciproquement en 
deux parties égales. 

S." Les triangles sphériques symétriques (de même que les 
angloides triangulaires symétriques), sont équivalents. 

S. <> Le triangle spbërique, comparé à l'unité de surface su au 
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triuigl» trirectiiigle, a pour meuire l'eicMde lasomme deus 
angin tat deax angles droits ; c'est-à-dire qn'il équÏTaal an 
grand seclear sphériqae (on demi-fuseau) doDt l'angle d'ouver- 
ture Krait exprimée par celle nifinie quantité. 

Pour le plao , l'excèi de la somme des angles sur deux droits 
est une quantilé nulle parceque l'aire du triangle est nulle rela- 
tivement à nn plan indéSiii , mais cet excès crotl â mesuro qoe 
le rayon de la sphère diminue ; les c6té» restant d'une grandeur 
constante , tout en se rectifiant. 

C'est ainsi qu'il faut entendre celte relation de quantités hé- 
térogènesoii incomparables enlr'elles, comme sont les angles et 
l'aire du tHangle sphérique ou , si l'on veut , les coins de l'anglti 
eolide, et l'angle solide lui-mémo. 

Il faut bien comprendre, aussi, que la mesure dont il s'agit 
ici , et qui le trouve exprimée en angles droits , ou en degrés , 
mioules.etc, n'est pas une mesure absolue , nais une mesure re- 
lative A la sphère particulière sur la surface de laquelle le tri- 
angle est tracé. 

Ainsi , cette mesure reste la même pour tons les triangles 
semblables appartenant à des sphères d'un rayon différcnl , el 
qni , par conséquent , peuvent être , absotumeni parlant , d'une 
superficie fort différente. Celte mesure n'exprime donc , en réa- 
lité , que l'espace indéfini renfermé dans un angloide. 

Si l'on voulait avoir la valeur absolue , b quadrature de l'aire 
du triangle sphérique , il faudrait multiplier l'expression pré. 
cédenle par la valr^ur absolue, ou la quadrature du triangle 
trirectangle , si la quantité donnée est en angles droits , et par 
la 90." partie de ee triangle trirectangle, si cette quantité est 
exprimée en d^rés sexagésimaux ; c'est-a-dire , dans le pre- 
mier cas , par 1/3 tt r* , et dans le second par 1-/180 ir r' , tt 
étant le rapport de la circonfiircnce au diamètre , et r le rayon 
de la sphère : car on sait que le triangle trirectangle ou le demi 
fiueau droit équivaut à la moitié d'un grand cercle. 
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Nous djouLerons , comme corollaire â la proposîtioa prccé- 
il-^rile , que le triangle Epbëriqiie recEangie a , pour mesure re- 
Iulive , l'excès de l'un de ses angles obliques sur le complément 
de l'autre. 

4-° Lorsque (rois grands çerclesse coupent de manière à former 
un triangle gphérique KBH quelconque (6g. 3J et que, par suite, 
leurs plans formpnl un angloïde irinogulaire ORBH ayant «on 
sommet nu centre de la sphère, chaque grand cercle en p;ir- 
lîculier, KHK'H', par exemple , est coupé par les deux autres 
en quatre parties KH , HK', Iv'H'. H'K, égales deux-â-deux , 
par paires opposées. De son côté , il divise en deux triangles , 
cbacUD des deux fuseaux , compris entre les deux autres grands 
cercles, et ces triangles sont par paires diamétralement oppo- 
sées, telles que KBII et son opposé K'B' H'. Dés -lors, pris ainsi 
deux-fi-denx , ils sont symétriques , et, par suite , équivalents, 
quoique non superposables : d'oà résulte encore que deux 
triangles opposés seulement par un do leurs angles , B , comme 
«ont les triangles KBH et H'BK', équivalent ensemble à l'un 
des deux fuseaux BKB'H, BH'B'K', compris d;ins ce même 
angle B. 

Aux théorèmes qui précèdent nous joindrons celai-M, qui s'en 
déduit par des considératians fort simples : lorsque deux arcs de 
grands cercles , BK, BH (6g. 3) font avec un troisième , KH , 
deux angles intérieurs , BKH , BHK , valant ensemble deux 
droits , chacun des deux premiers arcs (comme BKj fait avec le 
prolongement de l'autre , el le prolongement du Iruisîéme , 
un triangle [ K.BH' j équilalérai ; de plus . la somme des deux 
premières lignes, BK, BH, est égale A deux quadrans ou à 180°, 
et la ligne l'N menée directement du point de rencontre des 
deu\ premières , ou du point B, au milieu de la Iroisiëme ligne 
KH, point que nous représentons ici par N, est égale â un 
qu^idranl. 

En effet , il est d'abord évident , puisque l'angle BKH esl le 
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Suppli^meiit de BKU', comme de BHK, que ces dent derniers 

angles sont égaux ; mais ItHK est égal à t'angle II' comme op- 
posé d:ins un même fuseau. Diiiic le Iriangle H'BK esl équîla- 
tfiral ; i/csl-A -dire q.ic BK = BH' Or BU'-f-BH = 180". Itonc 
Bll-^-BK. = 18(10 ■ gecoitde des propriétés A démontrer. EnGn , 
si nous appelons B' le point iliamétrulement opposé A B [et qui 
ne parait pas tKms la ligure 3) le Iriangio UB'K sera symétrique 
a KBH, de fiiçon que l'angle BHK = B'KH , etc., d'nà il résulte 
que l'arc de grand cercle BNB', dont la longueur totale est île 
180° , sera partagée en deux parties égales au point N , milieu 
de KH, parceque tout sera alors égal de part ft d'autre ; ou , si 
l'on veut, parceque BNB' fera avec KIJ de nouveaux triangles 
symétriques, tels que IfHN et BKN 

21. TBiAitGLBs coNJDGuis OU Go&BÉLATiFs C'cst aiosi que 
nous appellerons le système des triangles sphériques formés 
par t'intorseclioM de trois grands cercles, H'BEH, KBIil'K', 
HNKII'K' (fig. 3). Ces triangles , dont nous venons de rappeler 
quelques pro|iriélés dcmonlrées dans tous les éléments de 
géométrie , en possèdent une foule d'auires , dans l'examen 
desquelles nous allons entrer. Mais auparavant, de peur que 
celte digression ne rebute le lecteur > nous devons le prévenir 
qu'il peut passer imméilialcmeot A l'art. 27, s'il t-oonalt siifG- 
saïunient /« triangle tapplémentairt . c'est-^>dîro celui dont 
les angles sont mesurés par li-s suppléments des câtés d'un 
triangU' dunnê- 

1 ." Les triangles conjugués sont au nombre de 8 comme les 
angioïdes triangulaires formés par les plans des trois grands cer- 
cles ; ils sont groupés en quatre paires , composées chacune de 
deux triangles diamétralement opposés et symétriques , et qui , 
par consc'quent , ont leurs angles ainsi que leurs cdtés égaux , 
mais divcrgemcni placés. 

2.° ChacDi) des 8 triangles conjugués , KBH , par cxempK^ , 
pri» pour iriangle principal , lii-at a six autres , dont trois 
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par un cûté commun , savoir : RBH', K'BH, KO' H , «t irois par 
un angle opposé au sommet , savoir : H'BK' , B'HK , B'KH', 

Ces "G triangles font précisément 3 des 4 paires dont il vient 
d'être question ; chaque paire étant composée d'an triangle 
tenant par un cOté an triangle principal, et d'un triangle 
tenant par on angle ; lequel angle est celui qui , dans le 
triangle principal, est opposé au c6lé dont nous pqrlons. 
Nous citerons pour exemple la priiro KBH', K'B'H. 

3.° Ces trois pairei; comparées à la première , c'cst-â-diro A 
celle dane laquelle ee trouve le triangle principal, ont avec 
cette première paire un angle égal et deux angles supplémen- 
taires. De même elles unt nn cOlé égal cl deux cOtés supplé-' 
mentaires , le côté égal étant opposé d l'angle égal. 

Cela est visible, si on compare les triangles KBH' et KBH. 

4-° Les triangles conjugués [el il en est de même des 
fuseaux qui comprennent deux de ces triangles) sont riunis 
4A4atitour d'un sommet commun. 

5.0 II j* a en tout 6 sommets pour les 8 li'iangles , cbaonn 
Étant commun à 4. Ce sont les 6 points déterminés sur la sur-- 
face de la spbëre par les 3 lignes d'intersection des plans 
des 3 grands cercles. Quant aux côtés des mêmes triangles ils 
sont au nombre de t2 , chacun étant commun à deux triangles. 

6." Les 4 angles réunis autour d'nn sommet commun sont 
égaux deux-à-deux, par paires opposées, de même que les 
fuseaux qu'ib comprennent. 

7.° Ces fuseaux appartenant A deux sommets différenls, 
cela fait en tout 13 fuseaux conjugués, ou paires , dont 3 
avec leurs angles d'ouverture égaux à ceux d'un même 
triangle, et 3 aux angles supplémentaires de ceux-ci. 

8." Si on divise chaque angle en deux parties égales par un 
grand cercle transversal , ces grands cercles seront au oombro 
de 6 ; savoir, nn pour chaque paire du fuseaux. 

9.° Ce n'est pas tout : avec un peu d'.ittentiun , on verra 
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que , ti 00 inscril un petit cercle i chacan de 8 IriaDgles 
conjugua I ces 8 petits cercles tangeota , que nom pouvons 
aussi appeler conjugués, serool égaux deux-A-deus et par paires 
dismétralenient opposées. 

10." Ditposéi qualrt-à-qvalre dant tAaque paire de futeaux , 
t»ui Ui quatre auront feun piUi ew un même grand eereU, 
et Ut quatre comprit dans la paire de futeavx ivpplémentairn , 
auront auiti UurtpàUtntr «n même grand ctrch, lequel tera 
perpendiculaire au premier. 

En effet ces pOles seront 4 à 4 sur la transversale qui divise 
l'angle du fuseau en deux parties égales , et les Iransversates, 
de deux fuseaux adjacents et supplémentaires, seroni perpendi- 
culaires enlr'clles, puisqu'elles divisent en deux parties égaies 
deux angles supplémeulaires etadjacen's. 

ti." Lei po^tt de contact dei i petite eerclet eonjwguét , com- 
prit tntre les câtii tTune m^ms paire de futeaux formeront eux- 
mimet i pairie, gai, eomèinéee dtux-à~deux , donneront Ici 
sommele tfaulanl de quadrihtéra tnicriptibUi , et la trauftar- 
tale , qui , iiin«( que noue Favont vu , paise par lee palet de 
cet quatre cercles conjugués , panera autii par Us pôlet du 
eerclet circonecrîtt à ces qnadrilaiirei. De plut , elle tera per- 
pendiculaire à deux câtis oppotit de chaque quadrilatère (aux 
cAlét qui Joignent deux points de contact formant la paire). 
Enfin , elle patsera par le point de rencontre de» deux autres 
c6tét du même quadrilatère et par le point de rencontre* det deux 
diagonales. 

En effet , cliaque corde joignant une paire de points de 
contact , doit so trouver snr le cylindre oblique qui passe pix' 
les deux cOtés du fuseau : donc elles sont parallèles, et par 
,!iui(e , quand on les combine deux à deux, elles sont dans 
un même plan , et forment autant de trapèzes inscnplibles. 
I>e plus chaque corde , joignant comme nous venons de le dire, 
une paire de points de contact , sera coupée en deux parties 
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égales et perpendicalairement , par le pian de la traïUTer- 
Mle , tout étant égal da part et d'autre de ce plan. Les cordes 
q^ui joignent deux points de contact do faisant pas la pairo 
et qui forment les cOtés non parallèles des trapèzes, se 
couperont encore daos le plan de la transversale par celle 
raison ; et il en sera do même des diagonales. 

12.* Au lieu de grouper les 8 cercles conjugués d'aprèa 
les paires de fuseaux , groupons-les par hémispliéres. Chaque 
hémisphère , composé de deux fuseaux supplémentaires l'un 
à l'autre , contiendra awiti quatre cerclet dont tei pâUi seront 
ditpotie de façon que, li on les prend pour les sommets d'nn 
quadrilatère, ce guadritaiirt aura let côtéi ojtpotit perpendi^ 
culairet Cun sur l'autre, de même que eu dtagonatee. 

En efî'et , les deux côtés opposés, comme S8', S"'S'' appar- 
tiendront à deux transversales déjà reconnues perpendiculaires , 
et il en sera de même des diagonales SS", S"'S'. 

22. Triangles poliires. ^i' on prend le» eix lommete A , B , C , 
À', B', C d'un syttéme donné de 8 triangles eonjuquit (Gg. 4 , pour 
pôlet de 3 grands cercles formant , par leur interseetion mutuelle , 
un second syslime de 8 triai, glei conjugués , Its sommets P , Q , R , 
P*, Q', U', de ce second tysiéme de triangles , seront , récipro- 
quement , ht pâles de» côté» du premier- [*] 

En effet, le plan de chacun des trois nouveaux grands cercles, 
ou, ce qui est U même chose, le plan de chacune des faces du nou- 
vel angloïJe triangulaire, OPQR, étant perpendiculaire à une arèle 
du premier angioïde, OABC sera aussi perpendiculaire A deux 
faces de ce premier angioïde; mais une seconde face du second 
étant également perpendiculaire à une nouvelle combinaison de 



(*} Poqr rintelligmce de notts dg. 4. noui dévolu priTcnir ^'llle <it ftu- 
idée mr le plin du grand «rcle HIK H'I'K' ; que Iti lignriEontiDuei nfié~ 
lenlcni crllct ^uï doivent étie , en rèaliU , lUi ce pliii on au-dessiudece plan. a( 
<|u« Ici ligne* p«ncint(if repTéitDtent cellri qui doivent tire »u-dctiout. 
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deux faces du premier, ce» denx comfansisoiM c^ntiendroat 
Ddcesaairetncot bm taco commune ; or, celle face ooranaune qui 
Bpfiarlient au premier aoglolde et tpn H trouve aussi perpendi— 
oalairo A deux faces du seeond , le sera à leur arèle Gommsoe ; 
et ce raiaoDBeneDt s'&ppliquo à cbaouna des facei du premier 
angloïdc et à une arèle du sccooJ. Dooc les 3 arêtes du second 
angloide seront perpendiculaires, chacune, A une face du pre- 
mier, ou , ce qui revienl au même , les 6 lommets du second 
ftjslème de (rianglea seront les pAlei des cAtés du premier. 

En raison de celle propriété réciproque, nous appdlei'ânB 
triangle» polaires les 8 triangles conjugués d'an syslâme , relati- 
vement A chaque triangle de l'autre syslAmo. 

23. TaiANGLRg SL'PPLÉUENTAiRBB. Lti mittiti chotts Haut 
pitaitt que dans le théorime précédent : l." lu 6 ligne* trantfer- 
talei qui diviient en deux parliez égaltâ le* angltt «Tun tyeiime ée 
triangles conjuguée , teront perpendieulairts , chacMne mr le» mi- 
lieux de ievcc eiléi appartenant à l'autre eystim ; 

2.^ tes 8 »rc^ eireonteritt avx 8 trian^ts eo'jugaét de Vu» 
des stfttèwu», auront, chacun à chacun , les mimes pHes que les S 
cercles inscrits anx triangles de l'autre système. 

3." Accouplant chaque cercle inscrit du premier système avec le 
cercle circontcril du seeond , gui a le même p6le ; accouplant éga- 
lemenl les deux triangits qui tiennent à ces deux cercles , les 
TBiAitGLBS DE CHAQUE COUrLB ouront Isurs angles et leurs calés 
rieiproquement sitfpl6mehtaibes ; c'est-à-dire que les anglet d'un 
des deux triangles auront respeetivemint pour mesure les côtés de 
taulre triangle, et réciproqutmant. 

Pour s'en assurer, on observera d'abord que les 6 Iransvor— 
sales partant des points qui sont les p6lcs des cdiés de l'autre 
système, doiv»it leur être pcrpendicul;iires. Mais il y a plus : 
|e plan do chaque transversale, le plan, par exemple, de la 
troasversale qui divise en deux parties égales l'angle s[^crique 
BAC, divisera aussi en deux prtrties égales le coin BOAC qui lui 
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correspond dam l'angloïde (riangulaire. Il sera donc égalrmeUt 
incliné sur les arèles OR, OQ, du second .ingloîdo, f|iiî sont 
perpendiculaires aux faces du coin BOAC , dont nous venons de 
parler ; î! divisera donc enfin en deux parties égales l'iiTc Qfl , 
' qai joint le^î extrémités de ces arêtes , et (jui est en même lempi 
un des cOlés du triangle QPR iiccouplé à ABC. 

Ainsi, la tfaosvei'sale qui divise en deux parties égaies l'angle 
sphërique KAC , est perpendiculaire sur le milieu du cOIé QR 
du triangle PQR. On prouverait la même chose des deux antres 
transversales du triangle ABC, â l'égard des deux autres côtés 
da triangle PQR ; ces autres cOtés répondant à dos combi- 
naisons différentes de deux des Irois arêtes OP, OQ, OH. 

Enfin , Q et H étant les pAlesde ACl et de ABK, les arcs 
Ql et R K seront égaux au quadrant. Il en résulte que l'arc QK 
= RI , el que les arcs QR et IK sont supplèmenlaires , cnr : 

QR -t- IK = Ql 4- RK = .180" 

Dans la construction précédente, nous avons suppose que les 
points K et 1 étaient en-dedans de Q et R, c'est-â-ilire que 
QR était plus grand que le quadrant. Dans la supposition con- 
traire , au lieu d'être sur le cdté QR , ils seraient sur les prolon- 
gements, mais toujours à égale distance du milieu de ce côte 
et l'angle correspondant A, aurait toujours la propriété d'élre 
mesuré par le supplément de QR, puisque la somme des arcs QI, 
itK qui joignent les deux susdits puinls aux extrémités du cOtâ 
QR seraient toujours équivalents à la somme de doiu quadrants. 

Quant à la position du triangle PQR au milieu des 8 triangles 
polaires, elle est bien déternànéo par la construction suivante 
qui n'a pas l'ambiguilé de celle des triangles jiolaires : 

Après avoir mené des sommets , A , B , C du triangle donné , 
les trois Iransversalcs qui divisent les angles en deux parties 
égales, on prolongera ces 3 trausversales jusqu'à la longueur du 
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qnadrant . et on élèvera , A leur Gstrémité , des perpendiculaires 
qui formeront les c6Il>b du triangle supplémentaire cherché. 

Ce triangle et celui qui lui est dîainét raleraeal opposé seroDt, 
paimi les S Iriangics polaires, les seuls dont les nngles aient pour 
nifsuro les supplémenls des cdtés du triangle proposé. Les trois 
autres paires de triangles polaires n'auront qu'un angle supplé- 
mentaire et deux angles égaux â la mesure des mêmes cdlés , 
|Hiisque, relativement à la paire sappli>menlaire, ils ont un 
angle ^al et deux angles supplémentaires. 

Il est fncile de s'assurer que le triangle supplémentaire, tel 
que nout vtnom de le construire , ptvi être intérieur ou extérieur ■ 
AU triangle proposé , ou en couper let c6téi. 

Quant aux deux cerclée accouptéi , toit gu'on prenne celui qui 
est inscrit au triangle proposé et celui qui est circonscrit au triangle 
supplémentaire . toit qu'ouprenne ta combinaison eoniraire, ces 
deux cercles se confondront lorsgue le rayon sphérique de l'un 
d'eux sera égal au demi-quadrant. Le cercle circonscril sera ren- 
fermé dans f autre , lorsque son rayon sera inférieur an demi- 
quadranl ,elille renfermera dans le cas contraire ; enfin , en gé- 
néral , le rayon sphérique du cerde circonscril et celui du cercle 
inscrit seront complémentaires l'un de l'autre , ou, ce qui revient 
au même , les diamètres seront supplémentaires. 

Si , au lieu de mener par les sommets S .h , C , du premier 
triangle, des transversales , passant par le pôle 8 du cercle inscrit 
à ce triangle [fig. 5), on en mène par le pâle T de son propre cercle 
circonscrit , lequel pôle est le même que celui du cercle inscrit dtt 
triangle supplémentaire PQR , ces transversales passeront respecli~ 
tement par les points I , m , n,de contact de ce dernier cercle . 

En ofTel cliacuno de ces trois nouvelles Iraosveriales, .\Jl . par 
exemple , pa.'sant parle point A , sera do la longueur du qua- 
drant et perpendiculaire sur QR dont A est le pôle. En second 
lieu de ce qu'elle est pcrpundiculairo â Qlt, et qu'elle piissepar 
le point T , son pied ( sera néiifssaireniejil le point de contact du 
cercle inscrit à PQR. 
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Enfin , il esl évident que cette transversale ATI se divise en 
deux parties AT , Tt , dont la première est le rayon spliériqufi 
du cercle circonscrit au tri^mgle ABC, el Tf le rayon du cercle 
ioscrïl au triangle PQK , supplémentaire du triangle ABC. 

Donc ces deux r.iyons sont toujours eomplémentairei , el par 
conséquent les diamètres spbériques des mêmes cercles sont iup- 
pUmentairet, Nous ajouterons que, puisque les deux cenles d<M)t 
il est question sont toujoui's de petits cercles , il est clair que le 
point T sera toujours entre A et t. 



Nous nous gommes longuement étendu sur toutes ces propo- 
sitions concernant les transversuleset les cerclos conjugués , tant 
dans le présent article que dans l'iirt. 21 , non-seulement par- 
ceque nous croyons ces propoMlions nouvelles, mais encore 
parcti qu'il nous a paru nécessaire de jeter un peu de jour sur le 
triangle lupplémtntaire , qui joue un râle Irés-im portant eo 
trigonomélric, et qu'on ne fait qu'entrevoir dans les éléraenls de 
géométiie. Legendre , par exemple, A qui ou ne peut contester 
le mârîle habiuel d'une grande cbrté , s'occupe bien d'indiquer 
la posilion du triangle supplémentaire parmi ses congénères, 
mais les indic;itions qu'il donne ne sont pas assez motivées ou 
assez explicites, et la Bgure dont il les accompagne ne fait voir 
que 4 triangles au lieu de buil. 

25. Cercles inscrits et circonscbits aux tbiànglbs po- 
laires. Nonsdémonlreronscncorequelques théorèmes nouYeaux, 
qui font suite a ceux des N.°> 21 et 23, et qui, comme eux, 
trouveraient plus naturellement leur place dans les éléments de 
géométrie , parce qu'ils sont inilépendiints des quantités liigono- 
mélriqncs , mais dont les corollaires recevront ici tine utile ap- 
plication. 

Quand un eercte S Ifig G] «.<( inscril à un triingle W'C , tout 
tegmfnf CLprit ttir un des calés du triangle , entre lepoinl de con- 
laei h et le sommet Ç. d'vn angle adjacent . eil igalàla moUiède 
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faxeii de la tommâ dti itux eôtit CA , CIt, ^i tomfrmmtnt orf 
angla, sur le 3.* cdié , BA ; c'ett-à-iire qti'ona : 

AC -1- BC — AB 

CL = . — — 2 ; 

Quand devx eerctei S et Q (ont imeriti à deux trianglit ABC • 
BCA' qui, riani» , forment un faieau ANCA', let pointt de ctntaet 
L et\ tituit tvr le côté commun BC tant à det diitancet igak» 
mait inverte» det deux eitrémitéi ViC de et eàli eanmun (e'ett- 
à-dire qu'on a BX := CL, C\ =: BLj; et let dtvx poinle de contact 
H , Y , tituis ntr un tnënu c4U du fuseau , comprennent enlr'eux 
un arc égal au c6U commun BC. 

Pour prauver 1ji première proposilion , prenons le point S , 
pôle du premier cercle inscrit, pour pdie «l'un au! ro cercle qui 
drcoQBcrive le sommet de l'iingle C , et soieul G , H , I , K . 
les poiols d'interseclion de re cercle et des calés CB , BA , AG. 

Il est clair que l'on aura AH:=AC, BH = BG,CG = CK 
puisque le pf^e du cercle que nous venons do construire est sur 
les transversales AS.BS, SCquidiviseat les angles du triangle 
en deux parties égales Donc , aussi , 

CG = BC — BH = BC — [AB — ACJ . 

I) est encore évident que le point de contact Ldu cercle inscrit 
sera sur le milieu de CG , puisque le p6lfl du cercle insctil est le 
même que celui du cercle «{ui passe par C et G. 
Donc enfin : 

BC -j- AC — AB 
LC = -, . 

I! en résulte : 

BC — AC -t- AB 
BL = BC - CL = ~ : 



rt ainsi des autres segments, dont les valeurs peuvent d'ailleors 
EO conclure de la première par l'itnalogte de position ; la propo- 
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sitioo subsislafit lorsque le cercle swanl coupe les pmlonge- 
mKi.ls (les cdU's, an livn de couiicr \es cAtt^? cux-mënies. 

La diff^reoci: des cAtés A'C , A'B étant é^alo , mais inverse a 
celle 'le leurs suppléments AC , AR , il s'ensuit que BX = CL , 
etp. 

l^i.tiD r.M-4-CV = CL-M:X = CL-i-BI.. Donc MY = HC. 

88. ^t , des iommtU d'un triangle ABC (fig. 7j , on mine 
dêi tratueertaitâ AT, BT, CT par l» p4l* T , du cercle ctrconicrit, 
CM tramnertaltâ partageront U» angles du triangle , de façon que 
ekaque angie partiel, TBC, formé par une transversale et tun des 
etUt, sera igal à la moitié de l'exeis de la somme des deux angles 
It, G, adjacents à ce eôli, tnr f angle A qui lai est opposé : 
c'Ml-É-dlro , qu'on aurii 



2." Si on réunit par iear cuti commun m., deux triangles ABC, 
A'BC , formant ensemble un fuseau AB A'C , l'angle partiel TBC 
qui, dans le premier triangle, tient au côté commun BC, aura pour 
râleur le supplément de la moitié de la comme des angles du second 
triangle , oh le complément de la moitié de la mesure de ce même 
Irûmf/e A'BC relativement à la sphère entière : 
c'es(-A-dîre, qu'on aura 

B'-f A' + C — 180". 
= 90» = ' 



B* , C dési|;nant les angles du second triangle dont les Bomœets 
se confondent avec B, C. 

3," Les Mtglee partieU TBC, RBC qui, dans les deux triangles, 
tiennent au côté «OBiMunBC, et ont même sommet B. équivaudront 
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«iMein6/«, au tufpUmtnt de Fiatglt A d'ouotrtur» du (tutau. 

4." La différetue dei mimet angles TBC, BBC fera le iuppliment 
de la tomme detdeaxanght B, C, adjaeei^* av céli commun BC, 
daiu le ptui petit de» deux triattglet , ou, et qui reeteut au méwte, 
à l'txcie det deux angUi eorreepondaute B', C, du second triangle, 
sur deux angle» droits. 

5.° L'angle partiel TAC. prit dans A, ftift det angle» du fuseau 
{ ou l'angle TCA qui est égal i TAC ] sera égal à l'angle partiel 
BA'B, pris dans tautreangledu fuseau, et du eàli oppoté. De eorte 
qu'on aura TAC= RA'B = K'AB' = ftAB. 

Toute* ces proposiliDDs réaulteat de la valeur comparée <le 
l'angle partiel , laquelle est dounée par le raisonnement suivanl: 

™... .,..« B-fC— TCA— TBA B-t-C — A 
TB(; = TCB= = — 



11 eu résulte, enBn, que la transversale TA, et colle qu'un mè- 
nerait de R en A. s'écartent é^ytement .i droile et A gjuchc de 
la transversale qui divise l'angle A en deux parties égales. 

N. B. Dans nolie ligure septième le triangle C'AB', diiimétr;!- 
lement opposé à CA'B,est supposé relevé, pour être vu du même 
coté que l'autre. 

26. Si du pôle S, du cercle inscrit à un triangle tphérigue ABC 
(fig. iy) on mène , d'une part , Ut trois trannertales SA, SB, SC, 
aux troit tommsts du triangle, et, d'autre part, le» trois perpen- 
diculaire.i SL , SM , SN , «ur les cités opposés : 

Appelant correspondante» ou corrélatives, les tratisversalei et tes 
perpendiculaires prises dan» cet ordre ; 

Appelant aussi correspondants ou corrélatifs, i'anglr formé par 
deux transversale», et l'angle formé par les deux perpendiculairet 
correspondantes des transversales ; 

i." Chaque perpendiculaire, SL, rencontrera les trois transver- 
sales de façon que l'angle qu'elle fera aeec sa transversale corres- 
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pondante ttra égal à la différence de$ onglet qu'elle fera avec te» 
deux àutrei : c'cBt-â-dirc que DSL ^ BSL — CSL. 

2.0 L'angle qu'ttle fera avec chacune de ces dernièrei Iraniver- 
talet tera U suppltmenl de l'angle que faulre tranivertale fera avec 
la trantcertale eorreipondanle de la perpendiculaire SL qui noue 
occupe : cVsl-a-dire que BSL ou BSN = ISO» — ASC. 

3.° La différence de deux quelcortquee des trois angles formés 
par les perpendiculaires entr'elles , tera toujours égale au double de 
ta différence des deux angles corre.fpondantr formés par les trans- 
versales.- c'esl-ù-dire qu'on aura NSL — MSL = 2iBSA — ASC). 

En erret , puisque S est le pôle Ôa cercle inscrit , U est clair 
que NSA ^ MSA, et, par conséquent : 

NSD = MSD = NSL — DSL = LSM -+■ DSL 

2 DSL = NSL — LSM = 2 BSL — 2 CSL. 

Donc, l.o 

DSL = BSL - CSL. 

proprîélA qui répond A une do celles da théorème préc4deut. 
Uais,d'uD autre cdté : 

DSL = BSL — BSD. 
Donc,3.« 

CSL = BSD = 180° — ASB , 
BSL= CSD = 180° - ASC; 

•t , par conséquent , encore : 

MSL = 2 CSL = 2 BSD , NSL = 2 BSL = 2 CSD ; 
ou 

NSL — MSL = 3 (CSD - BSD) = 2 (ASB - ASC) ; 

équation qui indique la (roisiâme dos.propriétés que nous avio&s 
à déiDoalrer. 
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27' TltlAHGLE gPHÉBIQCE BECTAN&LI. Soit OÂBC (&g. 9.} > 

UD angloï<le triangulaire rectangle ; sun sommet ; OA. l'ardle 
de son coin droit, que nous désignerons simplement far A , 
comme l'angle spbérique qui lui correspond; UB, OC, les 
arêtes des deux autres coins i<upposËs obliques et que nous dési- 
gnerons par B et G comme les deux autres aoi^Ies du triungle 
sphérique. 

Appelons a, & , c , les angles des faces r^pectivement opposés 
aux cuios A,B, G, ou les côtés correspondants du triangle 
sphérique, a étant, par conséquent, l'hypoténuse , et les 
plans de 6 et de c étant perpendiculaires entr'eux. 

Maintenant, en nous attachant particulièrement â l'iiD des 
angles obliques, B, par exemple, nous alloss voir qu'il 
existe , entre cet angle et les faces du l'angloide des relations 
analogues à celles que nous avons démontrées pour l'angle 
aigu et les cAtés du triangle recliligne Teclangle. 

Pour cela, faisons une coupe ou section ABC perpendi- 
lairo a l'arële de t'angte B , celte section fermera l'angloide 
pour en faire une pyramide triangulaire, dont elle sera la 
i.' fuce ; face qui aura la forme d'un triangle rectangle , 
comme les 3 premières. 

En effttt, de même que la face £ ou COA , elle sera per- 
peudicubire à la face c ou BOA , que nous prendrons pour 
la base de la pyramide , d'où il suit que leur intersection 
commune CA, sera perpendiculaire à cette base, et par 
conséquent, aux arêtes AB et AO. 

Or l'angle plan ABI^, appartenant au triangle rectangle 
BAC , mesure le coin que nous di'signoos par B ; faisant 
donc l'application des formules du ti." S , nous concluroa» 
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Dam ces combinaisons deux ï detix des càtés de la seclion , 
noiis remarquerons l." qia les côlés AB, SC qui tiennent 
a l'arête OB de l'angle B, et Inî sont perpendicnlaires , 
pttavenlélre pris pour les tangentes do c et de a, I» lig^ne 
OB serrant de rayon ; d'où résulte : 

(1). . . ■ Cos. S = ' — , ou tang. c = tang. a cos. B- 

tang. a 

â.o Que les deux cOliis CA , CB , qui tienncDt à l'arête 
OC du second coin oblique, sont toutes deux obliques sur 
cet4e arâte el respec^vcment perpendiculaires aux deux autres 
arêtes. I>e sorte que , l'arête OC étant prise pour rayon , 
ces deux côtés AC , BC seront les sinus des angles faciant 
B, a adjacents à ce second coin oblique. Donc: 

li) SiD. B =: -r— ) OD gin. b =. sin. a sin. B 

sin.a 

3." Que les côtés AB , AC , qui tiennent à l'arête OA du 
coin droit, sont l'un AC , perpendiculuire Â celle arête, 
et l'autre AB , oblique à celle même arête , tandis qu'il 
est perpendiculaire sur OB. De sorte que, prenant l'arête 
OA pour rayon, AC sera la tangente défi, et AB le sinus 
de e. Donc : 

(3) Tang. B = — ~ — » ou lang. h = sin. e tang. B. 

el cot. B = sin.c cot. 6. 

D'après ce que nous avons dit plus haut (18), ces formules 
s'appliquent au triangle sphérique rectangle aussi bien qu'd 
l'angloïde triangulaire, 

Lorsque le triangle , sans cesser d'être rectangle , devient 
de sphérique , rectiligoe , par l'accroissement intini du rayon , 
les valeurs ci-dessus de cos. B, sin. B, taog. B, redeviennent 
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tellM de l'art. S; lu tangentes et les siDui dei cdtéi m 
coDfoDdnnt alors avec ces inémes cAlés. 

RéciproqiiemeDt , pour passer dei formulea moiai compli- 
qoées de l'arl. 3 , aux formules analogues du Iriaogle 
spbériqiie , on se souviendra qu*il n'y a qu'A remplacer )e> 
cdtéi du triangle rectîligoe par les sinus ou les tangentes 
des cdlés bomologoes du triangle aphérique ; savoir : 

1.* Par deux tangentes, pour le cosinus; 

8.0 Par deux sinus , pour le sinus ; 

3." Par une tangente et un sinus pour la tangente; et qoe 
celle combinaison mixte vient de ce que les côtés de la 
section dont le rapport doone la tangente de l'angle aiga 
B , tiennent à l'arête de l'angle droit , laquelle est intermé- 
diaire de grandeur , entre les arêtes des deux angles aigus ; 
ce qui fait que , prenant cette arële moyenne pour ra jon , 
les cAtés de la section , qui joignent ses exlrémilés â celles 
des deux arêlea extrêmes , sont , l'un une tangente , l'autre 
un rayon. 

Un antre moyen de s'assurer qu'on ne se trompe pos dans le 
dioix des tangentes et des sinus , est de supposer que le côté b , 
opposé à l'angle oblique , B , que l'on considère , s'éloigne jus- 
qu'à la distance du quadrant , sang cesser d'élre perpendiculaire 
■ur le même côté , c , du triangle. Dans cette supposition , sin. a 
:= 1 , sïn. e =: 1 ; d'où résulte : 

Sin. B = sin. b ; tang. B = tang. b. 

Ce qui se vérifie , pnisquo le côté b devient , dans ce cas , la 
mesure de l'angle B. Cette obserralion peut servir i faire son- 
venirquele numérateur de sin. B et de tang. B , doitétre , dans 
le premier cas, unstnus, et dans le second une tangente. 

Hais la formule suivante , où le c6té boe figure pas 



Cos. B== 



tang. e 
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>*«ffb1e,'dans celte supposition particaiière ; c'esl^ft-dire, devient 

^aie A l'infini divisé par l'infini. Pour d^gnger les deux termes 

de celte fraction , de l'infini qui empêche d'en faire usa^ , il 

font transformer la formule. Il suffit, pour cela , delh'Cr la' 

valeur de» eos. B de celles de sin. B et tang. B . par la di\ision. 

On a ainsi : 

ain. 6 sin. e . sin. e . 

Cos. B = -: = -: — COS. b 

siD. atang.0 sin. a 

équation qoi se vérifie dans la supposition précédente , oAsin. c 
et sin. a deviennent égaux A l'iinilé , et où l'arc b mesure 
l'angle B. 

Les angles obliques B , C , n'ayant rien qui les (Kslîogue ,. i)- 
est clair queles formules précédeniess'appliqueront 4 l'angle C ,■ 
si on y permute les lettres b , c ,en mémo temps que les lettres 
B.C. 

28. Pour compléter le nombre des équations nécessaires, û 
la solution du triangle rectangle, il nous faut encore la rela- 
tion des deux angles obliques B , C , avec L'hypoténuse a , puis 
celle des mêmes angles avec un côté de l'angle droil , et enfin la 
combinaison des trois côtés. Ces nouvelles équatione se litent 
avec facililé des précédentes. 

. D'abord , les deux valeurs de cos. B étant égalées eutr'ell^, 
donnent : 

nn.c tanir. e 

COS. 6 = ~— 

Bin.a tang. a 

donc : 

(4) Cos. e cos. b ^cos. a. 

Donc le cosinus de Vbypotbénuse est égal au produit des <y3- - 
nnus des deux côtés de l'angle droit. 

Appliquée au triangle rectilignei cette équaliqn necon<)wt;!li, 
rien, parceqne eos. a, cos. b, cos. e, deviennent in^i^ieiqmiy^.: 
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éganx à l'aiûté , Undbque lei «nus , changé* en cOtéa , oe «ont 
quo dei quantité! infinimeat petite» relatiTement uix coïiniis. 
Mail , bÎMnt iliaparaltre ceox-ci par U subslitution de leurs 
valeurs, 



V 1 — iin/«, VI — »io.* *, V t — sin.' c , 

00 obtient l'équation 

Sin.' a= «n.* b ■+■ lin.* e — ain.* (sio.* e , 

laqadle , dans la supposition d'oo rajoo infini , deTÎent 

a* =: h* -t- e* ; 

parceque, danscelte supposition ,1a seconde dimension de sin.' 
Où sin.* t devient infiniment petite à l'yard de la première. 

On retombe ainsi snr le ihéorëme du carré do l'hypolénn 
qui a servi à la transformation de cos. a , cos. b , cos. c. En s 
cond lien , une dea valeurs de cos. B , Bavoir : 



se change, en vertu de l'équation (2) en 

{6) Cos- B = un. C . COS. b, ou -r^-y, = cos. 6 

On observera que , lorsque l'angle C est droit , ce qiit esige que 
lesommetB soit le pâle du cdlé 6, et que cecOté soit la mesure 
de l'angle B , cette formule devient cos. B=cos. A , couMae 
on devait s'y attendre. 
Il va sans dire que , lorsque l'on permute les lettres B et G , 

la valeur de la fraction ■ ; ■ ' ■ 
sin. C 

qoi est égale, ici, ft cos. A , devient égale à cos. e , c'est-A-dire 
aa codons de l'autre cAlé de i'angle droit. 
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Il noiu rnle A Irouver une équation entre les deui angles 
obliques et rh;rpolénuM. 
Pour cela , (dnervant que le produit det quantité* 

n». B COS. C 

-: — ;; el -: 

MD. C aa. B 

est égal indifféremment à 

„ „ ^ cot. B col. C 

Col.Bcot.C, -, - 

taug.C tang. B i 

et que cos. b cos. e = cos. a , 
non H conclurons qoe 

cot. B 

16) — = cos s , ou cot. B cot. C k= cos. a , on eol. B 

lang. C 

=: tang. C cos. a ; 

formule qu'on poarrail obtenir égaleneot par la malliplieation 
dea valeurs de cot. B et cot. C , de rarlicle'précédent ; mais nous 
avons voulu montrer la liaison des formules (5) et [6), dont la 
dernière ne change pas , quand on permute les angles B , C , et 
cela , parceque ces angles n'j sont combinés qu'avec l'hypo- 
lénuse , tandis que, 'dans la formule précédwile, ils l'étaient 
. - avec un cdié opposé à l'un d'eux. 

On remarquera que , dans les figures planes , B et C étant 
complémentaires , les fractions 



doivent élre égales à l'unilé. C'est efléctivemenl la valeur dn 
cosinus d'un arc fini dont le ra^on devient infini. 

29. Si on désirait arriveraux trois équations du numéro précé- 
dent par des considérations plus géooiâlriques, c'est-à-dire, plus 
indépendantes des opérations de l'algèbre, on le pourrait en conli- 



..cdbvGooylc 



.m) 

yiuant l'esBinen de la pjrrainide OABC , dont lei propriété* 
mérilont , d'ailleurs , d'être mentionAées. 

1 .0 Elle a trois coios droits , BC , BA , OA ; 

%' Les quatre faces sont des triangles rectangles ; 

3.°Lesdeux arêtes OB, CA, sont perpendiculaires, sur deux 
faccj,CBA, BAO , qui sont elles-mêmes perpendiculaireB » 
l'une sur l'autre. 

Quoique ces deux arêtes ne se reucontrcnt pas , oa peut les 
dire, en quelque aorte , placdes dans .une direction perpeDdi- 
culairtt , parceque , relativement à l'arête AB , c'est-à-dire , A 
leur plus courte distance, prise pour aie d'an plan tournant , 
elles sont dans deux positions de ce plan , séparées l'une de 
l'autre par un quart de révolution. 

4-^ Enfin ses deux engloidea opposés O et C , sont tels que les 
six coins et angles plans de l'un sont égaux ou complémentaires 
de ceux de l'autre , mais dans un ordre différent. Ainsi , l'an— 
gloïile C est rectangle , comme l'angloïde ; CB est l'arête de 
son coin droit ; deux de ses faces ECO , OGA , sont les com- 
pléments des faces a, 6, du premier angloïde ; de sorte qu'on a: 

BCO = 90° - a, et OGA = 90" - ft. 

' Mais l'angle de sa troisième face BCA , au lieu d'être le com- 
plément de la troisième face du premier , est le complément du 

'coin B de ce premier angloïde. En effet, nous avons vuqueCBA 
mesurait cecoîn. 

Des Iroîsfaces dont nous \enon8 de parler, OCA^90o — £ 
fait l'office d'hypoténuse. Quant aux autres coins, nous savons 

. déjA que le droit a pour arèle GB ; le coin CÂ a pour mesure 
(JO» — c et il est opposé à BCO = 90» — a. Enfin le coin C du 
premier angloïde reste dans 1» second , uù il se trouve opposé 
a la face RCA = 90" -B. 

Cela posé , raisonnant pour lu coin CO ou C , comme nous 
avons raisonné pour lo coin B, dnns l'angloïde précédent, 
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lorsque nous avons cherché la Taloar de an. B , nous arriv eron 
directement A 

COS. B GOB. B 

Sin. C = r ( oo -: — = = CM. b, 

GOB. b Ein. G 

formule conforme k t'équalion (5) d-dessus. 
Secondement , de même que nous avons obtenu 

„ „ tans, b 
Tang. B = -^ — » 



Dous aurions , en considérant GO du second angloïde , 
Tang. G ^ — '■ - , ou cot. B cot. C ^ cog. a; 



c'est-A-dire l'âqaation (6) du numéro précédent. 

En Iroisiémo lieu , le coin GA du second angloïde uooi fourni^ 
de son cdté : 

1.(90°— a) 



Bio. OCA sin. [9<y — b) * 
ou COS. a = COS. b COS. c. 

conformément A l'équation (4). 

On peut encore démontrer ce dernier théorème de la manière 
suivante : 

Dans le premier angl<rïde , OB ( l'aréle la plus courte ) : OA 
( l'arête moyenne , celle de l'angle droit] :: cos c : 1 ; 

Tandis que OA ll'arëte moyenne) ; OC (l'arête la plus longue, 
celle du second angle aigu) :: cos b: i. 

D'un autre côté , OB : OC :: cos. a : 1, 

Donc, de même que précédemment : 

Cos. a = cos. b cos. c. 
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30. CONSIBUCTIOH ET OSÀGS DBS DEUX TABLES k DODBL.B 

E!<TiiÉE. I^s six éqiialions des numéros 27 et 28 sufCscnlpour 
résoudre lous les cas du [riaitgle spbérique reclangle. Chaque 
membre de ces équations ne renfermaDt qu'un seul terme, elles 
se prêtent avec facilité au calcul des logarithmes , qui est suffi- 
samment connu. Mais on va voir qu'elles se prélent également 
bien ù l'arrangement des tables à double entrée , cl que la solu- 
tion de chacun dcsdis-bititcasrésiiltanl des diffère ni es combi- 
naisons (trois pour chaque équation) des données du triangle 
spbérique rectangle, peut s'obtenir pour une seule recherche 
dans l'une ou clans l'autre. 

Trois de ces équations , savoir : 



Sin. c ^ sin. C sin. a, 
Cos. a ^ COS. 6 COS. c , 
Cos. B ^ COS. 6 sin. C , 

jsont de forme semblable : trois sinus , dent l'un est le produit 
de deux autres. Nous di.'^ons trois sinus, parce que le cosinus est 
aussi un sinus , relativement à un autre arc compris , comme le 
premier, entre Q" et 90°. Une seule table suffît donc pour les 
neuf cas que résolvent les trois équations ci-dessus. C'est noire 
table A. 

Les trois autres équations , savoir : 

Tang. c r= tang. a cos. !t , 
Tang, 6 = tang. R sin. e , 
Tang. C = cot. B cos. a , 

sont aussi de forme semblable. Ici , c'est une tangente égale au 
produit d'une Inngente par un sinus. Il suflit donc, pour satis- 
faire aux neuf cas que résolvent ces trois équations, d'une se- 
conde table , i double entrée comme la première. 
Ces) notre table B. . 
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La première des deux labiés (la table A) représenlera donc 
l'équulioD iDdélermtDée A trois variables 

Sin. z^ sin. x sin. y. 

Elle contiendra les p.roduils de chaque lerme d'une série de 
sinus entre et 90°, multiplié par chaque terme d'une seconde 
série semblable (Ou évitera toutefois les doubles emplois qui se 
produisent lorsqu'on permute les deux facteurs; ce qui réduira 
là table de moitié, en lui donnant une forme triangulaire ou en 
retraite). 

Les produits seront rangés à l'intérieur de la table dani des 
cases répondant verticalement et horizontalement aux facteurs 
placés aux deux entrées , c'est-A-dire au côté supérieur ou hori- 
zontal du cadre et au côté gauche ou Terlîcal. 

Cette table ainsi construite, si l'on suppose que les deux 
facteurs soient donnés, on trouvera le produit au point de ren- 
contre des deux colonues, l'une verticale, l'autre horizontale, 
qui parlent des deux fadeurs donnés. 

Ainsi, par exemple, les angles donnés des deux facteurs étant 
530 et 33°, l'angle dont le sinus est égnl au produit des sinus 
de ceux-ci , c'est-à-dire le chiffre de 25" 47', se trouvera au puint 
de croisement de la colonne verticale descendant du facteur te 
plus élcvé'(ou de 53°) et do la colonne horizontale partant du plus 
petit facteur (33"). 

La même table servira également bien A la recherche inverse. 
Ainsi l'angle du produit, ou 25° 4-7', ét.mt donné, aved'angle de 
l'un des facteurs [âZ" par exemplu), on entrera dans la table pur 
la colonne qui se trouve vis-â-vis du faclt^ur donné (53"}; puis, 
s'arrétant aussitôt qu'on y anra trouvé le produit donné (ââ" 4'?) 
on changera do direction : un sortira do la table par la colonne 
perpendiculaire à celle que l'en avait suivie jusque là, et on trou- 
vera , a la sortie , c'est-A-diro A l'autre entrée, le facteur cherché 
(33"); en d'autres termes, on trouvera la mesure du sinus égal 
au quotient des sinus des deux angles donnés. 
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Ici , nous deroiu faire remarquer que, pour trouver ce second 
foelear , il but mettre le premier A l'échelle supérieure, parce 
qu'il est plus fort que le second ; ce que l'on ne sait , snnvent , 
qn'aprèsune recherche infructueuse. Mais cet inconvéoieut n'était 
pas assez grand pour rcaoncer i l'écononiie de moitié dans les 
chiffres, 

La seconde table (table B) contiendra, sous forme detangente, le 
produit des termes de la mémesériedc sinus que précédemment) 
parles termes d'une série de tangentes; c'est-à-dire, qu'elle 
aura pour expression , l'équation suivante , A trois variables : 

Tang. s := BÎn. x tang. y. 

Elle servira , comme l'autre , h trouver les quotients, aussi 
bien que les produits. 

Le quotient de deux tangentes étant l'inverse de celui des co- 
tangentes des mêmes angles, il s'ensuit que, sil'on prend les 
compléments du second facteur et du produit, ces compléments 
seront égaux A deux autres nombres qui , dans la même table , 
répondent an même sinus, pour qaotient , mais qui , l'un par 
rapport à l'iiutre , sont dans un ordre inverse ; le complément du 
second facteur étant pris cette fois pour le produit , tandis que 
le complément du proiluit fait l'office de facteur. Ce changement 
de rOle s'explique par la transformation suivante de l'équation 
fondamentale : 

Cot. y = sin. x cot. 2 , 
ou 

Tang. lÔO" — y) = B»"' * tang- (90" — 2)- 

Nous profiterons de celte observation pour diminuer le vo- 
lume de notre seconde table, en supprimant ce qui peut être 
suppléé par ce moyen : c'est-à-dire la partie droite inférieure , 
depuis sin O» x tang. 90" jusqu'à sin. 90° x tang. iâ". 
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Nous Iroarerons la limite de oelte espèce de double emploi, 
en considérant l¥qua(ion 

laoK. z 

Sin. X = = lang. g cot. y. 

tang. y 

Elle montre que si, dans chaque colonne verticale marquée du 
nombre x on descend jusqu'à ce que l'on ait 

y + Jï — 90°, 

et , par conséquent , 

Col. y = tang. s = y sin. x , 

on arrivera aux valeurs de y et de s au-delà desquelles les 
complénteolB de x se retrouveront en remontant dans l'échelle 
des y. 

Pour la commodité des recherches , nousavons souvent excédé 
la limite donnée par cette équation. 

L'exemple suivant éclaircira le mode de recherche i em- 
ployer lorsque le nombre cherché est (tans la partie supprimée. 

Les facteurs donnés étant sin. 9° el tang. 88° 30 ',on ne trou- 
vera pas le produit directement ; mais en prenant sin. 9« el 
tang. 1° 30', on arrivera au quotient 9^ 30'; d'où l'on conclura 
que tang. 80» 30' est le produit cherché. 

Nous verrons plus loin comment on s'y prend lorsque les 
facteurs ou le produit donné , tombent entre les termes de la 
table, au lieu de tomber précisément sur les termes eux-mêmes. 

Les deux tables , A el B, ayant une échelle horizontale com- 
mune en sinus, et une échelle vertirale divergente (échelle 
en sinus, dans la première table, et en tangentes, dans la 
fecontlej, il y aura, le long de l'échelle horizontale, une bande, 
commune aussi et plus ou moins Étroite , suivant qu'on aura 
poussé les calculs jusqu'à une fraction plus on moins petite du 
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degré. Dans l'état actuel de la table , cette bande était trop peu 
inaportante ponr songer à la supprimer. 

Nous ferons remarquer qu'on pourrait dans cette bande com- 
mune, substituer les arcs aux sinus et aun tangentes; les valeurs 
des premiers étant intermédiaires. Or , si on suppose ces arcs 
rectifiés el exprimés , ainsi que l'échelle verticale , en nombres 
enliurs, au moyen d'une commune mesure suffisamment petite « 
la bande commune do différera pas de la table qui sert à faire le 
point dans la navigation. 

31. Nous pouvions faire une économie beaucoup plus grande 
que celle de la bande commune dont il vient d'élre question , on 
donnant à la seconde table une autre disposition ; en plaçant les 
sinus A l'inlérleur au lieu de les placer â l'entrée ; c'est-à-dire en 
voyant dans cette table le développement de l'équation variable 

sin. w =: tang. z cot. y = (ang. z tang. y', 

dans laquelle sin. x reprëse niera il le terme général des produits 
pliicés à l'intérieur; tang. z, le terme général des fadeurs 
placés à la première entrée; et lang. t/, le terme général des 
des focteurs placés à la deuiiëmo. 

Celte disposition permettrait d'abord de supprimer la moilié 
des produits, à cause des doublt^-emplois résuitanl de la 
permutation des chiffres du multiplicateur et du multiplican- 
de. Supprimant ensuite les produits qui dépassent l'unité , 
comme ne convenant pas à un sinus, mais A une sécante, 
la lable se trouverait réduite au quart de sou volume primitif, 
pour le m£me nombre de subdivisions des deux échelles de 
Oo à 90". 

11 y a plus : c'est que noire seconde tnble , ninM construite, 
remplacerait la première; de sorte qu'une seule su fCraît aux 
18 cas du triangle rectangle , comme nous l'avons annoncé 
dans notre avant-propos. Pour cala , il suffirait de mellre 
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un donbl« cadre aux deux entrées ; le premier «adre destiaé 
ank deux échelles de tangentes, la première échelle deO°A 
90°. la seconde de 0" à 4^< le second cadre pour des sinus dispo- 
sés non suivaol une série d'arcs équidistanis comme les langen- 
(ea, mais suivant ane série calculée de raaDière que lesTaleurs 
des ainua soient égales A celles des tangentes placées en regard, 
tangentes dont nous supposons que la graduation suit une 
progression arithmétique. 

Des considérations relatives à la facilité de l'interpolation 
nous ont détourné de cette confusion des deux tables ; et 
quant à )a disposition de 4a secondé , nous avons préféré 
cdie qui place le sinus à l'extérieur , comme plus com- 
mode pour certains problèmes d'astronomie , et surtout pour, 
la gnomonique, dont nous nous occuperons plus particulier 
rement i la suite de ce traité. (') 

Le même motif nous a détourné de calculer une troisième 
table, contre-partie de la première, dans laquelle nous 
eussions mis le sinus-produit â l'une des échelles et un des 
deux sinus-facteurs A l'intérieur. 

Cette table avait , & la vérité , quelque utilité pour ccr- 
taioes séries de calculs où l'on considère le produit comme 
constant, et les tâcleurs comme variables; on eut par là, 
trouvé réunies dans une même colonne , les valeurs du facteur 
cherché , en regard des valeurs du facteur donné. Mais les 
problèmes auxquelles cette table devait servir , avaient moins 
d'intérêt pour nous. 



(*) Dins beaucoup de ce; piobicmcs , e( par exemple . dam celui ite lerer du 
»leil poui Ici difércnl» jouri de raiin^ cl lei diffiicnlt* lititudet du globe , ït 
■'agit de trouter un coiiaui eiprimi «a beurts , au lieu de degrés. En plaçinl ce 
fOsiiiBi à l'iine dei enlries, non» pouïioDi,»u ranjen d'un douWe cidre, épargner' 
le pelit liavail de cette converiioii. Quant k la gnam&nique, noua leoioni lur. 
tout à leurermer itnt UQC même colonne Ici' auglei horaiies d'un mina cadrsa, 
en Fcgard du diffitrenlu hcuru du )oiu plM«M t l'enlrée piulUle. 
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83. n n'importa guère au lecteur de uvoir conment dim 
ilcDX tablet ont été calculées. Il oe s'agiuait , en efTet , 
qiiB de muliiplier entre eux des tinuset des tangentes dont 
on possède déjA les tables spéciales. Cette opéfation ne |u^- 
sente donc pas de difficulté. Toutefois , il n'est peut-être pas 
hors de propos d'indiquer quelques moyens fort simples pour 
abréger l'opératioD. 



La formule du H." 
Gos. 6 COS. c = 



COS. (6 — e) -*- COS. (6 ■+■ c) 



Dons apprend que le produit de deux coginos et , par consé- 
quent I de deux sinus , s'oblieut par une simple addition de . 
deux demi-cosinus ou ainus. 
Lorsque b = c, il vient 

l-t-cos.26 
Cos.' 6 = 71 



2 

ainsi que nous l'avons déjà vu. 
Voilà pour la première table. 
L'équation du N.o 6 

COS. (6 -t-e) =: COS. b C09. ç — sïn. b sin. c 

étant divisée par cos. e, devient, après transposition des termes, 

COS. (6 -H c) 

Sin. 6 tang. e = cos. 6 

cos. e , 

Cette formule donne le prodoit do sinus par la tangente 
au moyen de la valeur de 

COS. (ft-t-e) 
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qu'on peut supposer trouvée avec l'aide de la première 
table. 

Enfin, on peut encore, pour abréger le travail, iodépen- 
dammeot de l'emploi des logarithmes , faire usage do formates 
qu'il est facile de tirer des précédeulcs, et qui pennellent 
de passer d'un produit déjè oblenit a un autre produit. Mais 
nous De nous arrêterons pas davantage A ces détails. 

33. Interpolation. Quelle que soit l'étendue des (ables 
A et B, on conçoit qu'elles ne pourront contenir toui les pro» 
duils qu'on leur demandera : il y a impossibilité matérielle. On 
suppléera i leur insuffisance par l'inlerpoUtion, opération qui 
consiste à inférer la valeur du terme omis, de celle des termes 
exprimés, p.irmi cens (iui en approchent le piua. Cette opération 
doit toujours se faire rapidement. Dans les tables de logarithmes, 
c'est au moyen de petites échelles de parties proportionneUe* , 
qui apprennent ce qu'il hul ajouter ou dter à l'un on à l'autre 
de deux termes successifs de la table , pour obtenir les termes 
intermédiaires qu'on n'a pas pu y faire entrer, c'est-Â-dire les 
termes qui répondent à des subdivisions de l'intervalle adopté 
pour les écbelles. 

Les parties proporllunnclies dont nous venons de parler, sont 
véritablement de petites lablesâ simple entrée, comme la grande 
à laquelle elles appartiennent. C'est, si l'on veut, une série de 
diGTérences entre les ordonnées d'un arc ou éléntent do courbe 
assez petit |:our que ces différences soient sensiblement propor- 
tionnelles aux diiférences des abscisses. 

Notre mode d'interpolation est moins simple, parce que nous 
devons considérer quatre termes au lieu dedeux (ou, si l'on veut, 
un élément de surface courbe au lieu d'un élément de ligne]. 
Dans nos tables, les différences se prendront donc en deux sens 
différents, c'est-A-dire dans le sen; horizontal et dans le sens 
vertical. Lorsque ces deux espèces de différences seront suffi- 
samment proportionnelles, chacune, aux différences de l'enlréB 
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correspondante , et qu'elles serunt comptées A partir du terme 
le plus bas , la diftérence cherchée , relativement A cft terme , 
gira égale à la lomme de» diffétenctt prût* dont let dmx Htii. 

Nous pourrions, d'nprës les principes do calcul dilTérentiel, 
feire voir que celle méthode es[ générale, oa applicable i l'io- 
terpolalion de toutes les tiibles à double eiilrée, c'est-à-dire â 
l'interpolation entre les valeurs voisines tirées d'une fonction 
quelconque de deux variables. Pour décnontrer, d'une manière 
pins élémentaire) la légitimité de son application au cas présent, 
désignons par z la mesure en degrés , et par Z la valeur réelle 
d'un terme variable dont la place doit être à l'inlérieur de la 
table ; par c et C la mesure ou graduation et la valeur réelle 
d'un terme écrit dans la lablc et auqncl on compare le terme 
variable supposé Irës-voisin ; di'signons de plus , par z' et Z' la 
graduation et la valeur réelle du terme placé verticalement au- 
dessus de Z et sur In ligne horizonlalc de C : enfin par z" et Z" ta 
graduation et la valeur du terme placé sur la ligne horîzonlalo 
deZ, et verticalement au-dessous de C. 

h = z' — e sera la différence en degrés , et H == Z' — C , la 
différence réelle de Z', relativement à C, ou la différence bori- 
zootala prise sur la ligne de C ; 

e r= z" — c, et V = Z" — C seront de semblables différences 
dans la ligne verticale de C ; 

h' = z — z", et H' = Z — Z", des différences horizontales prises 
sur la ligne de Z , ou à une distance v , comptée en degrés , à 
partir de C; 

d" = 2 — s* et V — Z — Z', des différences verticales prises 
à une distance k, comptée en degrés à partir de C ; 

D'où résulte : 

z — e:=h-t-v'^v-hh' = k-^-vAT. 

r désigne ici l'espèce de différence seconde, V— A^o' — t; 
c'est-à-dire une différence prise, soit entre deux différences hori- 
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lonlalps A , &', qui se suivbnl verlicnlempnt, soit entre deni 
différeiices viirlicalii^.o, p', qiti se. giiivcni hum'iiiluii>mi'ril. Nous 
l'appelIerniiK df[-rence honzonlah r^ciproi/ue pour lit disliri^iier 
desduiix (lilleruticus suromles pni|i)eiui!^ (iles, q'iisit preiinont 
l'iiae sur la li^no hsiizoïilalu du k, l'aulr» sur b ligni! vurticile 
de V, va, si l'on vciil, qui so pn-ntieni reliiti>«incnt aux uicruis- 
sem^nts siiccossiTs d'une même vaiiabli!. 
Oo a seiublabicmeiit, culru Z , C , H , II', V, V la rolalioD : 

dans laqaelle 

R = H' — H = V'— V. 

Jusqu'ici, nous avons raisonoé dana rhjrpolhÈBe In phiagén^ 
raie. Teiiuiitcomple, à pré-eDt , du cuUe puiliculuiiu, qufte 
lennsZest le produit de duux Oc leurs X, V. placés aux eiiinje^ 
comme C'est le pruduil de d«ux ati.red fauteurs A el B , pljciis 
d'une maDÎëre aualogue , e( po^ant 

En même temps que 

x,t/^ael (, étant les graduations do X, V, A et B ; nous tron- 
ïerons : , 

H = BD, V=AD', R = DD', 

équations où K est du second ordre \is-à-vis de H Ct ide V, 
attendu que D el D' y Tigureol à la seconde dimension , au lieu 
de la pifniiëre. 

La (lilTêieme B décroîtra donc trës-rapiiiemenl par le fmction- 
nemcnl des écbelles. Ou pourra l'amener faL:il<>mei)l au point de 
ne pas avoir irinfluence sur le terme cberché, c'esl-fi-dire au 
point de ne pas dépasser l'erreur que produirait l'omisiioa du 

6 
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la fraction qu'oo croit pouvoir négliger daos U gradualioa. 
De celle façon , on n'aura â tenir compte que de la différence 
horizontale et du la différence verticale, comme nous l'avons dit 
plus haut. Pour ne pas augmenter iaïKilemeut , dans ce but , 
le volume des tables , aittiuu de comparer le terme cherché 
au plus bas des quatre termes fixes , entre lesquels il se trouve , 
nous le comparons au terme le plus voisin; ce qui réduit A 
moiiié la limite des différunceg borizonlalos , et celle des difTé- 
reacrs verticales. Seulement , il faut donner le signe plui ou le 
signe ffloi'ni ft la différence , selon que , dans le sens suivant 
lequel nous la prenons, les valeurs vont en croifisaot ou en dé- 
croissant à partir du terme fixe- 

Maintenant, proposons-nous de déterminer analjtiquement 
ces différences horizontales et verticales. 

Dam la première tahie , \.,\,D, a,x , d, appartiennent 
à une échelle de sinos. Nous aurons donc : 

A = siD. a ; X = sin. {a-f.tt] ,D = sin. (a -t-d] — sïn. a 



B, Y, D',6, y .(f-, appartenant aussi ù urae échelle de sinus , 
nous aurons gemblablement : 

B = sin. 6 ; V = sin. [b ■*- d!) ■ D' = 2 sin. -^ cos. i * + "H" )• 

et par suite : 

r d\ . d 

H ==: Bl> = 2sin. È cos. ( a-^ ■- l sin. - ; 
V=: AD' = 2 sin. aeos, ( *+ "h" j *'"• "t ■ 
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D'unaulre cdté, nous aavata que : 
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formules qu'on peut rédaire en séries , ou méine employer , aaiu 



Iransformati 
npproximati 

Les premi 



ion , pour trouver les vaieunt de A et de v , par des 

Ions successives. 

iéres approsimatioDS donnent : 

sin. b ces. a e sia. a 



c'est le cas de différencai infiniment petites. Ces premières râ- 
leurs de A et de c , substituées dans les dénominateurs des ex- 
pressions précédentes , conduisent A d'autres Taieurs plus ap- 
prochées. 

Les formules ci-dessus , font voir clairemeot ce que nous 
avons déîù annoncé ; que lorsque les différences varient , sans 
cesser d'être trèt^elites , non-denlement B varie proportion- 
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nellemenl à D , et V proportionnellement i D* , mais , encore , 
h proporlionnelltimenl à d,ftv é tt. 

Il en résulle que , si l'on a les difTérences borizondiles et ver- 
tïcaleit des lermes voisins dti t<Tme à iotcrpoler , les différences 
homologues de ce dernier terme aux premiers , s'en déduiront 
aa moyen d'une simple propurliun entre les différences corres- 
pondantes de l'échelle parallèle. 

L0S liibles IrigDnométriqtics donnent ordiiinirement les diffA- 
renées de tous les termes , afin d'éviter au lecteur le travail de 
ia soustraction. L'espace nous manquant pour les écrire entre 
Ions les produits , nous nous sommes contenté de les prendre de 
5 en 5 Elles forment, dans lu lubie , des colonnes placées entre 
filets, et qui partagent les colimnes des produits par groupes de 
5, dans les deux sens. Les différences inlermédiaiies, lorsqu'elles 
ne se confondent pas avec les extrêmes de chaque groupe , va- 
rient t<iuji)iirs as^:ez peu, pour qu'on puisse les évaluer A vue 
d'oeil. Elles sont calculées unifurmémeul pour une différence de 
15' â l'échelle parallèle 

Le partage proportionnel de ces différences , entre , et 1^ 
de lA même écbeile , se fait , ensuite , au moyen d'un tableau 
séparé , qui s'expliqua Je lui-même. 

Quant aux diffêrcnres secondes réciproques (prises aussi ponr 
une différence de lô' â chaque éihelle) , elles disparaissent dans 
queK[ues parties des lubies. Elles descendent mémo quelquefuis 
nu-dessous de 1". Mais, en d'autres parties, elles sont assex 
fortes pour ne pas être négligées. On les trouvera alors au 
point de croisement des colonnes de dfïTérencfs premières. 

Lorsqu'on voudra en tenir compte , il faudra les réduire deux 
fois : une fois , en raison de lii différence de mesure des fac- 
teurs de l'échelle horizontale , et une fois en raison de celle des 
facteurs de l'autre échelle. Ce partage peut aussi se faire à vue 
d'œil. 

Quant aux expressions analytiques de A et de o , pour la se- 
conde table , nous tes obtiendrons en posant : 
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A= nn. a;B = Ung. b;C= laof . c ; \ = sia. s ; Y = tang. jf ; 
Z =: tail£. X. 

ar— a = djy-é=s:*. 

D 1 la même valeur qae dans la table précédenls ^ mais : 

sin. (6-i-rf')cos.6— cns.(6-i-rf'j8in. b 
* * ' ^ COS. (6-»-vjcos. 

sin. (f 

COS. (Ô-t-lf) COS. b 

Noos aHroDS donc , d'ane part , 

d ^ d\ 

H = BD = 2 sin. - tong. b cos. la-*- ~\ ; 

V = AD' = 8Îiï.(rsîii. a 7" — — —•< 

COB. 16 -t- rf ; COS. 6 

etd'autra psrt , 

H = lang. ;.-a) - lang. « = ^„-;7,~, ~ i 

sin. V 

V = tang.{c-i-i)) — tang. c = ; . 

Ol I o CVS. {c-*-v]cos> c 

Il en résulte : 

Sin. A = H COS. (c-*-k) cos. c 

= 2 sin. -tang. 6 cos. («-^âj "^o»- [f ■*■'*) "^os- « 1 

C0«. [c-^r l") COS.C 
' ' COS. ((l-t"rt) COS. 

formules qui donnent, comme première approximalion : 

, ces.' e 

A = d lan^. b cos. a cos.* c i e = n sin. a 7— tT ' 
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CM premières approximaitong condniscnt à d'autres valeurs plus 
approchées , d'unn manière analogue h celle que nous avoos in- 
diquée pour la première table. 

34. D'après ce que nous avons dit des propriétés du tri- 
angle supplémentaire , il est évident que les mêmes formules et 
le même mode de recherche qui nous ont servi à résoudre loua 
les cas , au nombre de dix-huit, du triangle rectangle , sont ap- 
plicables aux dïx-huil cas anslogues du triangle appelé recti- 
latëre par quelques géomètres, mais auquel le nom de quadranli- 
latère conviendrait mieux. Ce triangle étant supplémentaire d'an 
triangle rectangle , il n'y a à faire , d'après les r^les données 
aux N.o* 4 et 13 , que des changements de signex, qui n'en sau- 
raient modifier la forme , et â prendre les lettres A , B , G , pour 
les cA(és , et les lettres a,b , c , pour les angles. 

Or, ces deux espèces de triangles se présentent trés-fréqnem- 
mcnt dans les problèmes que nous nous proposons de résondre. 

Miiisl'usngedenos tables ne s'arrête pas à ces cas particuliers. 
On prévoit qu'elles pourront servir a la résolution du triangle 
obliqu'angle dans loule sa généralité, si, regardant celui-ci 
comme divisé en deux triangles rectangles, on a les deux données 
nécessaires pour résoudre l'un d'eux. Car la résolution de ce 
premier triangle partiel complétera le nombre des données né- 
cessaires il la l'ésolution du second, et par conséquent, â celle du 
triangle entier. 

Supposons d'abord que , parmi les trois données du Liiangle 
obliqu'angle , se trouvent un angle B (fig. 10) et un cAlé ad- 
jacent BA. Abaissant , de A , la perpendiculaire ÂD sur l'autre 
côté , BC , de l'angle B , nous aurons ce qu'il faudra pour ré- 
soudre le triangle ADB ; savoir : un angle et un côté. Par suite, 
une Simule recherche, dans nos tables, nousdounera AD ou BD , 
ou l'angle BAI). 

Dés lors , quelle que soit b truisième donnée, le triangle 
CAD sera connu. Supposons , par exemple , que cette troisième 
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donnée soit l'angle C opposé au cdté donné AB , il suffira d'y 
joindre AD que nous venons d'obtenir , pour trouver toutes les 
autres parties du triangle DAC. Quant à celles du triangle entier, 
le cOté ÀC lui appartenant en même temps qu'au triangle par- 
tiel DAC , s'obtiendra directement ; mais l'angle BAC ne s'ob- 
tiendra que par la somme ou la dilFûrence de deux angles , 
comme le côté BC par la somme on la différence de deux arcs. 

Si, au lieu de l'angle C , nous avons pour troisième donnée le 
deuxième angle adjacent, BAC, nous arriverons ft la valeur 
de l'angle, partiel DAC pat une différence entre l'angle donné 
BAC et l'angle calculé BAD. 

Selon la partie inconnue qu'en se proposera de chercber, 
on pourra , au lien d'abaisser la pcrpeniliculairc du point A sur 
i:C , la mener du point !' sur AC , si l'on y trouve l'avantage de 
diminuer le nombre des recherches , qui peut être de deux ou 
de trois , suivant les cas. 

Ici , comme on le voit, l'upiiration se complique ; mais il en 
est de même' du calcul par les logarithmes. On y est souvent 
forcé de recourir à des auxiliaires. 

La même décomposition en deux triangles rectangles s'ap- 
plique au triangle rectiligne obliqti'angle ; mais la résolution des 
triangles rectiligncs rectangles se simplifie beaucoup : ainsi , 
les sinus el les tangentes des cOtés , tétant remplacés par les cOlés 
eux-mêmes , si on suppose qu'un des côtés soil l'unité de mu- 
sure, la connaïssunco drs angles donnera les deux autres cdtés 
avec ie seul secours de la lable des sinus , ou do celle des tan- 
gentes ou de celle des sécantes. 

De celle manière , on n'a que lus rapports des cAlés a l'un 
d'eux pris pour unité de mesure. 11 faut , de plus , pour passer 
de la valeur absolue des cûlés , ji luurrapport , ou do ce rapport, 
a la valeur absolue , une autre opération ; dont la table qui Eert 
à fiiire le point , peut dispenser. 

Il nous reste â csamiaer le cas des trois côtés, et celui 
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it$ 8 anplrs donné! ; ou plifAt un inA de ces dra^t eu, 

piliMinVn veriri «les propiiéttis du t<iiin|;le ËupplânienUÎre ■ 

leur Sfll(ilî"n rsl iOfiiliqno. 

Soil donc le cas de Irois rôties donnée, ÂB , BC, AC (6g. 

10). Si nous abaissons la pcrperidicuLire Al) sur AC, nou« 

aarons : 

^ . ,v COS. A B COS. A C 

Cos. AD = — - = - 

CM. BU eu». CD 

et par conséquent , en posant ^B D =: x , 



Al|uilian'daiie laqnelk: nous supposerons 

Cos. AB > COS. AC 
m- par coDtéquenI 

AB < AC. 

Or, le rapport coi. AC : cof. AB rst connu : on connaîtra 
dono aii»-~i le rapporl des rosinus àvs àvH\ serments CI) et BD 
en- même letnps que le c^Minus du côté entier BC. 
' Pour trouver sé|rarénieut KD i^l IIC, onpoifrriiîl so servir 
d'-une outre (uhte h double entrée dont les [ernies généraux 
jeraienl f , BC, et BD; f etnnt douné par Véipiatioii 

_ro«. Cn_ COS. AC 
, , ' ■ '' ~ coB. BD ~ COS. ÀB ' 

Mais on peut se passer do celle table , en se servant de 
[a preniiéi'c , commo nous allons le dire : 

Nous savons qu'en entrant par le romplémenl de AB (les 
entrées étant en muus et non en cosinus) et eu avunçant dans 
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la colonne placée vis-A-vis de AR, jiisqo'A ce qu'on arrive 
aa coni|iIémcnl de AC, ft cel cndritil , la col'nne placén perpen' 
diciilaireraeiil a c^lle pir ta(iiii>lle on est venu , ferait trouver 
le compK^ment de ]i â l'aiilie entrée. 

Mais il rVsI pas néce^Siiire d'ulliT jusque )â. Il stiiTit de 
suivre celle dernière ci>lonnu jusqu'à r<: qu'on trouve un nombro 
qui, ajouté au cliiCTre correspond.mt de la prcinièrè entrée, 
égale le eupjilémeirt du ç61é donné ItC. 

En effet , cos <p étunt aussi bien le quotient des cosinus de 
CD et de BD que le quotient des rosintis de AC et de AB, 
il est vigiMe que celle même colonne peipendiculûre dont nous 
venons de parler coniiundra le compVmeiil de Cl) ^ BC — jc 
ea re^iird du complément de Bl> = a: . et que ces deux 
compléments additionnés donneront une summe égale au sup- 
plément du BC. 

De celle façon . il ne faut qu'une seule recherche , un p?a 
compliquée, il est vrai , pour trouver Dl> et DC. Cet)e recherche 
fuiie , ou conclu! ; 

„ ■ t»n«. BD 

Cos. B = — !^— — . 

(ang. AB 

Noiispourriunsregardernotreldcbe comme accomplie, puisque 
tous les cag du triangle obliqu'^ingle se trouvent ri^solus séparé' 
menl par b mélbode précédente, fondée sur la décomposition de 
ce tri;in<;le en deux triangles rertungies ; mais l'examen plus 
approfondi de celte décomposition nous fera trouver quelques 
simpliûi-atious dans l'usage de nos tables, outre qu'il nous con- 
duira à des formules généralesdébarrassées de la considération 
des Iriangli'B p.irtieN. 

35. Fob.MULKS GÉNÉBALES DU TRIANfiLB SPHÉBIQUE OBLl- 

q[i'a>glk. ëoil ABC (lig. tO)un lnan<jl(^ sphérique obliqu'ai gle 
divisé en Jeux triangles nHangles par In perpendiculaire l)A, 
abaissée du sommet A , sur lu base B C =: a 
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Il est clair [î!?) qu'on aura : 

Sin A D := sin c sin B = sin 6 sin C , 

en appelant b, c, les cAlés AC , AB, opposés aux augles B , C,. 
De celle double équation , on tire facilement la proportion 

sin.B sio.C . „ . , . „ . 

-: — 7 = -: i OU sin. B : 6in. b :: Bin. C : sin. c ; 

gin.o sin. c 

et, comme les angles du Irinngle n'ont rien qui les distingue l'un 
de l'autre , on peut conclure que 

Dans un triangle spkérique quetconqne, les tinttt des angles sont 
entr'eux comme (ei sinm det côtés opposés. 

Cette proportion est une des formules générales du trï&ngle 
obliqii'angle. Klle résout divers cas que nous n'avons pas besoin 
d'énuiuérer. Pour y appliquer notre première table [comme à la 
soliilioD de tout problème où l'inconnue est un sinus formant 
le quatrième terme d'une proportion dont les trois premiers sont 
des sinus donnés], on cliercbera l'inconnue par le procédé sitiva n t : 

Sin B, sin b, et sin C , représentant les I rois premiers termes , 
et sin c le terme inconnu , on entrera dans la table par le pre- 
mier terme B ; on suivra la colonne placée vis-à-vis de B jusqu'à 
ce qu'on arrive i la mesure du terme suivant, c'est-à-dire à b ; 
là on prendra la colonne perpendiculaire. Celle-ci donnerait, & 
sa sortie , c'est-â-dire à la seconde entrée de la (ubie , le sinus 
égal au quotient 

sin.B sin.C 
sm. 6 sin.C 

mais, au lieu de sortir de ta table, ou s'arrêtera lorsqu'on sera 
arrivé vis à- vis du nombre G, placé ù in première entrée, comme 
B : alors on sera parvenu au nombre cherché c. 

Celte opération est, en réalité, doiililc ; mais, comme il arrive 
rarement que le second Iirme donné, 6, coïncide avec un nombre 
écrit dans la table , il y a simplification dans la pratique en ce 
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qiie des ^edx diSémms chprrhées de c , s3Toir , la dîf(9rencc 
verticale et la difletitiice boriionlale , rrile qui est parallHe A la 
seconde entrée peni se tirer directement de la difierence bonto- 
logoe de b, sans qu'on soit obligé de pa^er par la diderence d« 
l'eoMe. 

Poar exeffi|de oaaiêrîque , nous proposetoas B =1: 4|o , 
ft^ï6»2:4', C ^56». Aiec ces données, on trouvera pour 
l'ioconoue e , le nombie 17» 17'. 

36. l>e la proportion précédente, complêlée du rapport 
du dnus du tniisiime angle iu sinus du Irobiènw c6lé . comme 
suit : 

sîn. A sin. B sin. 



On peut conclure , d'après les règles 
sin. A sin. B-»- sin. sïn. B — sin C 



in. a sin.é-^gin.e sin. ( — àa. e sin.a-Hgin.6 

et , par conséquent , 

. B-t-C B— C B-h". b 

sin. — — COS. — - — COS. ■ Bin. — 



On aura encore, de la même nianièie [6 et 13) : 
io^ A _ sin.* B_ sin.'C_Bin.* B-t-sin.' C_sin.Mt — sin.* l". 
in.' a sin. '6 sin." c sin.*fc-+-siii.'c sin.' fi — sin.* c 
__ sin B sin. C _ CQS. (B— C) - cns. (B^C) veis.(B+C) - vith. [B-C ) 
sin. 6 sin. c cos. (6— c) — cos. [b-t-c] vers [h-t-c] - vers. [6— c) 
_susin.(B-C) — susin. (B-.-C1 _ (sin. 8+ tin. (;)'_ i — co u.* B 
Busin. [b—c] — susin. li-«-c) (sin. b -t-àa. c)' 1 — eus.* & 
fl-vcos.B) (l-cos.B; gnsin.Bv oi'x. B 
" (1m-co».è){1-coii,6)~ iuBln.4ver».6 
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I. (B— C) _ «rs. (B--C» wrin. (B-hC) 



ver*. (t-M) 8iuin. (b— c) vers, [i—e) WM lfi'*-c) 

, B-*-C ,B-G ,B-t-C . .B— C 



Bécîproquf ment , on reviendra d^i dernières éqnalîoiw aux 
promi^TB par les mCinra règles. 

ST. Le triangle gënérnl a6C , divisé sn draiK triangles ceo- 
langles par la perpendiculaire AU (fig. 10) donne encore : 

Cos.A = coB. BADgqs. DAC — siD. BADùn. DAG. 



lanfc.* A D sJn.* AD col, b cot. g ^ 
"~~ ~' - siQ.' AD ' 

„ . -. . _ , ™ COS. B COS. C COS. B ces. C 

Sio. BAD sin. DAC = 



COS.' AD 1 —sin.' AD » 

Sio.* AD =: sin. B un. C sin. 6 sin g. 
Donc 

COS. b coj. e sin. B sin. C — cos. B cos. C . 

Cos. A ==: : ïî— ; -:;—. r—. ) 

1 — siD.B SU). sin. osin. e 

et, par suite , 

siian.'B-C) — sin.BBin.Ciusin.(6-(j) 

Vers. A = 1 — COS. A = — ■ — ; : — e— : — TT-- — r-T — 

1 — siu B sin. C siii. siu. c 

— s'isin. (B+C) ■+■ sin. Bsin. C vers. (6— c] . 

1 — sin. B sin. C sin. b sin. e 

-, . . , ^ vers. [B-t-C] — si». B sin. C vers. [b-M] 
Susio. A = 1-1- COS. A = — T— — . - . — ^. '- 

1 — Mil. BSII). b Bill, c 

_ vers. (B— C)-^-sin. Bsin. C snain. [b-i-c] 
' 1 — sin. B siu. C bin. b sin. c 
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Ceb posé , là nous passons du iriangle ABC an triangle sap- 
plémenlairc , 

I .* Le d^itominatear eomnian des quatre dernières fraclions 
n« changiTa |i3s , puisque eÎd. B ei sin, G j jouent le même rtle 
qineain. b et sïii. e. 

S.« Vers A deyienilra siirin. a, et snsin. A deviendra vpra a; 

3.'Ver»(B-+-C),vers {B— C), s«8in.(B-i-C), 8UBin(B— C) 
deviendront respeclivement vers (6 + cj, vers [b — c), susin. 
(b -^-e), snsin. (b — e). 

Or , nous venons de voir (36) que 

in.Bsin. C susin. (B-C) ver8.(B-»-C) snsin. [B-i-C)vers. (B—C) . 
iii. b sin. C susiii (6— c) vers, [b-^c] suslii. (ô-t-c) vers. (6— c)* 

Ce qui revient aa même que 

„, ^ . „ SHsio. (6 — r.\ . . . vers. (B-t-C) 

«D. B nn C — ' . ,„ ,. { = WD. b Bin. c i^. — { ■ 

susiu (B — L) vers, \o-fi] ï 

an. B sin. C ;„— ■,i = sin. b an e — : — 77 — r » 

vui8.(B — C) Busiu. {b-v-e) ' 

Donc , enfin , 

vers. A vers , a ^ vers. A <- susin. a 

surin. (B— C)~ver6.(6-i-c}» guûn. (B+C) "susin. (ô-m) » 

■iisin. A viprs- a , snsin. A susin. a 



ten.(B— Cj vers, (b—e] ' vers. (B-t-C) su8in.(6-c)' 

Pour faire mieux ressortir les relations exprimées par ces 
qoatreéquatîons,noii8réunironsGclles-cienune seule, de la ma- 
nière suivante , bien que les groupes de quatre signes ne soient 
pfis usités : 

i qc COS. A I J COS. a 



(B-C)- 



: CM.{b±e) 
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Pour donner l'explication des signes ambigus de cette qua- 
druple ^quMtion , nous dirons que te signe double varie siinuU 
tanémient dans les trois termes qu'il alTecle. Il en est de même 
du signe quadruple. Nous pourrions remplacer ce signe qua- 
drople par un signe double , si nous avions un moyen d'indiquer 
que ce second signe double varie iudépendamment de l'aulre ; 
mais cet iusirument d'analyse nous manque. 

Le (béorëme qui résulte de cette équation qoadnqile, et qui , 
HiDsi que nous allons le voir , est fort général et conduit à lonleR 
les formules dn triangle obtiqu'angle , s'énonce suffisamment de 
lui-même. Nous noua bornerons A faire lemarquei' . 

1.0 Que la proportion a lieu pour les cOlés, enlre des valeurs 
tri gonomé triques de même espèce , c'est-à-dire , des sious-verses 
pourlé côté séparé a comme pour les deux côtés réunis bel i, ou 
bien des sinus- verses supplémentaires pour l'un et pour les autres; 
tandis que, pour les angles, ce sont des valeurs d'espèce difCé- 
rente ; en d'autres termes , que le signe du connus est le même 
pour les côtés , et diiTérent pour les angles ; 

â.o Que les ctVtés réunis forment une somme ou une différence 
suivant que les angles réanis appartiennet à un sinus-verse sup- 
plëraentHire ou à un sinus-verse ordinaire , et qu'il en est de 
même des angles réunis , relativement à l'espèce de ligne appli- 
quée aux côlés correspondants ; en d'autres termes , que le signe 
du second des deux angles réunis est te même que le signe du 
cosinus des deux côtés correspondants , et le signe du second 
côlé , le même que le signe du cosinus des deux angles réunis. 

Les relations fort simples que renferment ces équations ne 
paraissent pas avoir été aperçues ; à moins qu'on ne les ait 
négligées par le motif qu'elles ne s'appliquent pas directement 
à la solution du triangle. A ce point de vue pratique , nous les 
croyons encore utiles comme lien entre les formules connues, que 
nous en déduirons , à l'aide de transformations faciles. 

38. Nous ferons d'abord remarquer qu'elles rendent les for- 
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mules des N." 35 , c'est-à-dire les proportions entre les amus 
(les aaglcs et des cOtés opposés. 

Pour cela , mulliplinat U i" par la A' et la 2.> par la 3.*, 
on trouvera, en tenant compte des observations contenues 
dans nos articles 8 et 13 , 



iMn.B-t-sin.C)' ~ (siii. ft-t-sin. e'\* ' fsînB — sin.C) [sin-ft — sin.c)"'' 

proportions qui, suivant des règles d'analjse rappelé<<* plus 
hanl (36^ supposent celle-ci : 



sin.a sin.6 sin. r 
39. Si nous nous souvenons que (9) 

A 

vers. A = 2 sin.' ~ j susin. A = 2 

nos mêmes équations se transformeront en 



B— C" 

ros. -- 



expressions de nouvelles relations encoro assez simples , que 
nous nous dispenserons, cependant, de traduire en langage 
ordinaire. 

Nous ferons remarquer qu'appliquées au triangle supplé- 
nienlaire , la l.'eella 4-" de ces nouvelles équations pren- 
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nent la place l'une de l'autre , et que la 5t.« et la 3.' ne 
cfaangcnl pas de forme. 

40. Conibinanl, par riivi«on , li>s 4 équnlions du numéro 
précédent, s.ivoir : la S-' -ivec la t.", ci hi 4* ^ivcc In â.«, 
noui arriverons aux quatre propoilious Buivaules, appelé» 
le* analogie* de Niper, 

A b-t-c A b-*-e 

COt. -;- Bin. — ,-- COt. r:- COS. — -;- — 



tang. — - sio. -^ ta..g. -- ces. —^ 

DOus n'avons pas besoin de faire observer que les deux der- 
nières analogies sont la conséquence nécessiiirc des deux autres 
en raison dea propriélés du liianjjle sup|ilemeniaire> 

Cet analo^'iej de Nt^per Bout les foi mu les dont on se sert 
habituellement pour lioiiver deux angles B et C , au moyen 
du 3.", A , et des cOlcs b , c , qui \» com|)ri<nneot , ou pour 
trouver deux cAlés b, e, au moyen du 3.", a, et di^s deux 
angle» adjacents B, C. On arrive indii'ccli'ineiil d la valuur 
cbercbâe, en calculant si^paréraeul la demi-sorarae et la 
demt-dift'érence, et en faisant ensuite la somme ou la diffé- 
rence des résultats obtenus. U est clair en effet, que 
B-hC b — c 



Ce qui fait donner la préféronre à cos formules, c'est qu'avant 
chacun de leurs membres composa d'un suul teirae, elles se 
prêtent A l'application des logarithmes. 
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L>l^igmal\e' 


loga 


rillimes , 


on a 


ainsi : 








L. lang. 


11—0 
2 


= L 


. col. 


A 


H-L 


. »ii,. 


b-c 

■i 


-L 


. iiiii. 




L. l»ng. 


B*C 


= 1. 


. col. 


A 


*l. 


COS. 


h-e 


-L. 


COS. 





Maii on voil que pour arriver à la valeur d'un de ces 
angles B ou C , il faul passer buit fois des nombres naturels 
aux logarithmes, ou des logarithmes aux nombres naturels 
et faire deux additions et deux soustraclions de ces loga- 
rithmes , itidépendamment des additions , soustractions, dédou- 
blements ou doublements des nombres naturels exprimant la 
valeur des angles ou des cOtés. Il est vrai que , par ce procédé, 
un trouve A la fois deux des parties inconnues. 

Dans ces formules , comme dans celle du N ." 35 , les parties 
donaées et les parties cherchées se comiusenl de 2 angles 
et de 2 côtés ; mais ici , un angle et un côté seulement 
sont opposés l'un ï l'autre. 

Lorsque la partie cherchée est A on a, il faut, au préalable, et 
par le moyen de la formule dn N.c 3â , ajouter une partie aux 
trois parties données. 

Divisant l'une par l'autre les deux analogies placées sur la 

même ligne . nous trouvons la proportion 

B-f^ b-t-c 

tang. -- - laog. — 



B— C b- e ' 

lang. — — tang. — - 

qui répond à une propoitiou semblable entie les rapports des 
sinus-verses aux sinus des arcs entiers, c'esl-à-dire à 



ïers.(B-l-C) 


vers. {b-¥e) 


sin. (B+C) _ 


.in. (S«) 


ïers (B-C) 
«in.(B-Cl 


vers.(6— c) 
•in. (4-.) 
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Lorsqu'on nppliqun les 4 annlogics ili! Népcr au triangle 

recliligne , il y en a une (lu 2.*] qui ne ilnnne pas de ri^iillnl. 

Hll« sf. change, en 

. . A B+C 
1:1" cot. ~r ■■ lanif. , 

proportion qui ae vérttie du reste , puisque dans ce cas . In 
moîlié (l'un angle est toujours le romplL-ment de la demî- 
somnie des deux autres, 
[.es trois autres analogies deviennent 



1 b-e : 


A B-C 
col. -Mang. -^ 


B-t-C 
2 


1)-C 
„S. -^-::o:l.-K 


Bh-C 


B-C 



Les deux dernières pourraient servir ensemble à trouver 
deux cAlés b , v d'un triangle dont on connalliait déjà le 
3.' côté a, avec les deux angles adjacens li, C. Mais 
comme dans le triangle recliligne , deux angles donnent li^ 
3.^, il est plus simple de chl^rcl)er les deux cAlés par la 
proportion du N." 35. La première des trois proportions 
est seule usitée. Elle suflit pour le calcul des deux angles 
inconnus B et lorsqu'on connaît k, c et A ; car après avoir 

trouvé la voleur de — - — , si on la combine p,ir addition , ou 
par soustraction, avec celle de — - — = 90° — v **" obtient 

respectivement , la valeur séparée de B ou de C ainsi que nous 
l'avons fait voir plus haut. 

41. Addilionnant les valeurs devers. [V- — C;((t9usin, (B-C] 
tirées des équations du n.° 37 , nous trouvons 
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j _ vers. A vers , [ b+r) ■*• susin. A ve rs. (A— c) 
vers- a 

2 vers, {b—e) -*- vers. A \ \evs. (6-i-c) — vers, (b—c) 

vers, a 
et , par conséquent , 

î. a — vers, [b—c] 



1/2 vers. A = 



vers, (b-t-e) — vers. (6 — c) ' 

^uatioD qui se transforme facilement (5 et 8) en : 

. a-t-(ô-c) . a — (6— ( 

sin. — ~ sin. ^ — 

A 2 2 
sin. — = ■ 



8in. b sin. c 



Un obtiendiail , par des procédés semblables , ou par le moyen 
«lu triangle supplémentaire , 

. A-H-(B-C) , A — (B— C) 



Ce sont les deu^t équations usitées pour calculer, par les loga- 
rithmes, un angle au moyen deslroiscAtés, ouun cOtéau moyen 
des trois angles. Pour les autres cas où les parties données el la 
partie chercbée se composent d'un angle et de (rois c6té8 , ou 
d'un c6té et de trois angles , on se servira du triangle rectangle 
auxiliaire. 

Il est facile de s'assurer que ces cas , avec ceux que résolvent 
les analt^ies de Neper et les formules du N.o 35 , sont les seuls 
que présente le triangle obliqu'angle. 

Par l'applicaliou des logarithmes , on obtient 

2 L. sin. - = L. sin. — ^ — -i-i-L. sin. ^ '■ 
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Od voit donc que l'opération est encore fort longue , puis- 
(jii'clle exige cinq recbercbus ilaoR h table <l('5> logiariihnies, cl 
trois adilîlîoDS ou sousiraclions de logaritliineo, sans compter 
les additions , soustractions , doublements et dédoublemenls des 
valeurs naturelles. 

lorsqu'il s'agit d'nn triangle rectiligne , les sinus descAtés, 
ou de la somme , ou de la ditTérence des cOtés , deviennent res- 
pectivement les cAtés eux-mêmes, ou leur somme , ou leur dif- 
férence Ainsi la première des deux formules prend les formes 
suivantes : 

^. , A \_a + {b-c] j!a-(ft-r)i . 



1 — ros. A = 



4 bc 

' — c'-H26e 



Cos. A = 



26^ 



dont la première est seule usitée pour le calcul des logarithmes. 

42. I.«s formules précédentes , que nous avons fnil dériver 
des formules générales du n." 37 , en passant par la trans- 
formation indiquée ù l'arlicte 38, sont commodes pour le 
calcul logarithmique ; mais elles ont le désavantage de nn con- 
duire qu'indirectement aux valeurs cherchées , ou de ne donner 
que les relutions des demi-cdtés et des demi-angles, lien est 
d'autres plus simples, pour les solutions purement acialytiques. 
Ces formules peuvent également f-e tirer de celles du n.° 37, 
moyennant une seconde transformation , que nous allons faire 
connaître. 

Multipliant la première équation par la deuxième , nous trou- 
vons d'abord : 

Vers. A sin. a 1 — cos. A sin. a 



TOS.C-^-cos. It sin.[6-t-e)' 
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La miilLiplicalion de la trotsièmi: par Id qualrième dooiie 
semblablement : 

susin. A siii. a , i ■+• cos. A sin. a 



cos.C — cos.B 610.(6 — Cl* coB.C — cos.B sin.lô — c)' 

Enfin deux autres combioaisoDS donDeruienl les deux équa- 
tions suivantes, que nous poserons, d'après les précédentes, 
par la seule considération du triangle supplémentaire ; 

1 -•- COS. a sin. A , 1 — cos. a sin. A 



COS. c -t- COS. b sin. (B+C) ' cos. c — cos. b sin. (B — C) 
Ces quatre équaliona peuvent être groupées ainsi : 
1 :^ cos, A i^in. a . 1 ± cos. a sin. A 



COS. C± cos. |{ sin. {h±c) cos. c ± cos. b sin. (B±C) 

Elles constituent un troisiénae théorème général, qui, pas 
plus que ceus di!s n."^ 37 et 3S, n'a besoin de traduction, parce 
qu'il parte aux jeux par la disposition précédenle. 

11 pourrait déjà servir à la solution de tons les cas du trî- 
augli'. obliqn'angle , au moyen des tè$\es ordinaires de l'élimi- 
nation , aidOcj de la connaissance de la relation du sinus an 
cosinus , et du développement du sinus composé. En effet , si à 
ce premier groupe on joint le suivant (qui n'en diffère qoe 
parce qu'on a chassé les dénominateurs) 

'1 zf COS. A) sin. (è±c)=:(cos. C ±C08. B) sin. a; 
sin. A (coa. c ± cos. 6) = sin. (B±C) (1 i; cos. a) ; 

on aura épuise toutes les combinaisons où les inconnues sont 
dans un membre et les données dans l'autre , car ces comM- 
naisuns ne sont qu'au nombre de deux : 

10 Celle des trois angles d^ms un membre , et des trois cAtés 
dans l'autre : 2.° celle de deux angles et un cOIé dans un 
membre , de deux côtés et un angle dans l'autre. 
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I In aiiva donc ilcux couples d'équations pour (rni:i inconnues, 
dont uiiu csL partout sépurée des deux autres. 

L'inconnue séparée ëlaut éliminée de chaque couple , il res- 
tera deux équiitions qui donneront la valeur du cosinus d'une 
des deux inconnues réunies > en fonction de l'autre . et la valeur 
du sinus de h somme de ces mêmes inconnues en fonction du 
sinus de leur dîRerence. Mais cette méthode est trop longue 
pour être proposée. 

Nous ferons remarquer que les quatre équations qui précédent 
rendent celles du n.° 37. 

Ainsi , divisiint l'une par l'aulrti, les deux équations 

1 — C08. A cos.C + cos.B. 1 — COS. a cos.c— cas.6 



fin. a sin. (b+c) sin. A siu. (B — C) ' 

puis , développant les sinus composés , et remplaçant eus.* B 
par 1 — sin.' B, elc, on trouve : 

t_cos. A _ sin. a (sin. B — sin. C) (1 -.- cos. Bc»s-C -<-sin- U sin. C ) 
l — COS. a sin. A (sin. b — sin. c {1 — cos. 6ros. c-+-sin.6siii.c) 

Or (35 et 6; 

siu. A sin.B — sin, C 



-sin. 



1 -V- COS. B f:08. C + sin. B sin. C = su^in. (B — C) : 
1 — COS. b COS. c -t- sin. b sin. c = vers. ('* + c) ; 



Donc : 



vers. A susiti. (B — C) . 
vers, a vers, ib-t-e) 



comme nous l'avons trouvé au n," 37. On arriverait d'une 
manière analogue aux trois autres équations du même artick. 
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43. l'arlanl des équations 

;1 :^ COS. A) sin. lb±c] = [cos. C ± cis. Bj si», a , 

de l'iirliclc précédent , on arrive , par l'élimi Dation de 1) , c'est- 
à-dire pat tine simplo addition , à cette autre é()ualion 

^sin. b COB. c — â COS. A sin. c ros. b = 2cos. C Biii. a , 

qui revient à colle-ci : 

Cos. A COS. 6 ^ sin. i col. c — cos, C -: 

^sin icot. c— col. fl sin A, 

de laquelle a se Irouve cgalemcnl éliminé. 

C'est iiiiedi's formules nniioncées : celle qn'on substitue aux 
quntre analogies de Néper , lorsqu'on no fait pus usage des loga- 
rilhmcs. Elle lie deux angles A , C et deux côtés ,i,c, dont un 
seul est opposé h l'un des angles. Elle sert aussi bien pour trou- 
ver un côlé . que pour trouver un angle. C'est cot. c que l'on 
prend pour inconnue dans le premier cas, et co!. C , dans le 
second. 

^ous traduirons ainsi cette formule compliquée : 

Dans tonl triangle iphirique , le produit du cotinui d'un angle 
par le cosinus d'un côté adjacent , est égal à l'excii du produit du 
sinus du même calé par la cotangenle du second côté adjacent à 
l'angle sur le produit du sinus du même angle par la eolangente 
du second angle adjacent au premier côté. 

On peut y arriver directement par la décomposition du tri- 
angle ABC (ûg. 10) . 

La conslruclion déjà employée donne ; 

COS. (A — ItAC) tang. f> 

eos. lîÂC ~ ""'g- (^ ' 
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équation qui, par lo diSve)iippeinGn( ilo cdb. (A — DAC) , dcvieul : 

CiiS- A -w siii. A Ung. DAO = col. c laug: b. 

Or, laDg. DAC = — — . 

COS. b 
Donc : 

Cos. 6 COS. A = Bill, b tx>l. < — sin. A col. C , 

romme ci-dessus. 

JH. Si nous représentons par Via valeur pnrticuliëre de C qui 
répond à c := 9Ù° , et par V sa valeur parliculiëru au cas de 
6 = 90°i nous aurons : 

Cot. V'sin. A = — COS. Acos. b ; col. V'sin. A = -H col. c. 
, Donc coM: = cot. Vsin. i-^col. V. 

Nous aurions d'une manière anulogue , 

col. c = col. ti" sin. SI -f- cot. e" ; 
v' ut xs' élanl les valeurs particulières de c > répondant tes- 
pecliTemenl aux cas de C ^ 90" , ei A ^ 90". 
45. De l'âquafiou Ir.uvée plu^ haut [ 41 ) 



1/2 vers. A = 



vers. « — vuis. (6 - 



COS. [6— c) - 



COS. (ft — c) — COâ. (ft-t-c) 

dégageant le terme de cos. A , on (rouvn 

2i'0S.a — cos.ii — c\ — cos. b-t-c] 
COS. (6— c) — cos. (6+cj 
COS. a 



- col. 6 cot. I 



siii. b i. 
formule qui remplace ccVio du >'.<> il , dtstint'-u s[ii>CLalui)ieut ;m 
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calcul des logarilhiuDs. Elle complète donc le nombre néceisaire 

il la solution de tous les cas du triangle obliqu'angle , avec celle 

de l'article précédcnl et celle du ti." 35. 

La formale ci-dessus , que nou3 supposons inséparable do sa 

contre-partie 

COS. A 
Cos. a = -, — -— . — - -h col. B cot. L , 
8in.B«in.C 

! c'esl-à-dire de la mémo formule appliquée au triangle supplé- 
mentaire) est très-générale et Irf s-féconde. Elle suffit seule, pour 
ri-soudre tous Ls cas de \.i trigonométrie spbérique, du moins 
par voie indirecte^ car, quelle que soit la combinaison des trois 
données du problème , ces trois données se trouveront toujours 
dans l'une ou l'autre des deuiL équations. On pourra donc s'en 
servir pour calculer une quatrième partie, et, celle-ci obtenue. 
|iour calculer successivement les ileux derniëres ; et cela, â cause 
de la généralité du triangle ABC, Inquelle permet de permuter les 
iullresA, B, C, fioiirvii qu'on permute en même temps les lettres 
bomologiies a.h ,c; de l'açon que a ne cesse pas do roprésentcr 
le côté opposé ùA, 6ùB,càC, Pour ces différenLi usages, il 
csi plus ordiniiire do la mettre suus la forme 

Cos. a ^cos. b COS. c ■+■ cos. A sin. ft sin. e ; 
Cos. A ^ sin, B sin C cos. a ~ cos. B cos. C. 

Elle pourrait conduire à celles du N." 4^. 

En raison de sa fécondité , cette formule a été adopléo comme 
lefondcDieot de U trigonométrie spbérique, dans plusieurs traites 
où on la démonuu directement , au lieu d'en faire cimme ici , 
le corollaire d'une suite de formules. 

Nous en donnerons une seconde démoDsIralïoii nu niujcn 
de la conslruclinii dt>jà employée [fig. 101, c'cst-à-ilîie, du l:i 
dprorapofilion du Irianglu. Cette déuioustriilion prci^lra donc 
son point de départ aux formules du triangle rectangle, lus- 
i|Uplles donnent ; 



D,q,i,.cdbv Google 



(86) 

,, ■-=: COg. C COS. b 

Los. Al) = = = — : 

COS. BD c<>s.(tt — Bll) 
et cuiiséquenimenl 

COS. b C09. [a — BD) , - 

=^ i — =zz ^= *^'*^- " "♦" sm. a liiitg. Bl>. 

COS. c cos.BD 

Or, nous savons que 

tang. BD = ces. B. lan^j;. c. 
Donc 

Cos. b = COS. a COS. c s- sin o sin. c cos. B ; 
et , par suile , 

Cos. B ^ sin. A sin. C cœ. 6 — cos. A ros- C ; 
équations qui, sauf h pernaula(ii)n dos loUres, ne diffùrent pas 
des deux équations ci-dessus. 

Pour nous familiariser avec cette formule , nous remarquo- 
rous d'abord qu'on peut la mettre sous celte forme : 
CoB. b = [cos. a COS. c) (1-t- lang. a lang. c cos. B). 

De plus , 1." que te facteur cos. a cos. c représente la valeur par- 
ticulière do COS. b qui répond à la supposition de B = 9(y>; a et 
c restant co qu'ils sont ; S." que le sr.cond facteur 

1 -I- lang. atang. c cos. B 
représente le rapport dans lequel la valeur générale de cos b 
croit ou décroît avec celle de cos. B; l'accroissement un le 
signe -4- do cos- B, répondant à la supposition de B aigu, 
et la diminution, ou le signe — de cos. B, répondant au 
COS. de B obtus. Enlin, que cette formule est une généralisation 
de celle du cosinus composé, avec laquelle elle se confond lors- 
que COS- B = =j= 1 ; c'csI-A-dire, lorsque l'angle B est égal â 180" 
ou A zéro , et que le cdié b est égal a-t- c oa à a— c. 

46. Appelant e' la valeur particulière de b qui répond il la 
supposition de B ^ 90° , et V la valeur particulière de B qui 
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réiioiid il la suppositiGn ieb=: 90o lorsqu'elle estpeimisoiaet c 
rcsiant ce qu'ils sodI dans l'une corainc (lansl'iiutre supposition; 
ou irouvera : 

Cos. «' = (OS a COS. c ; cos. \" =: — col. a col. c ; 
cl la furmule précédente se changera en celle-ci : 



Cos. b = cos, 

COB. o' COS. B 



, / COS. B\ _ 

■ " \ Ms"r J ' 

un 777 — représente l'accfoissoiDenl ou le décroissement 

COB. V 

de la valeur de cos. 6, ù pnrf ir an celle qu'il a lorsqu'il est l'hypo- 

Ihénused'untri.-tngle rcclangle formé avec les côtés dounésacl c. 

La même formule peut cniorc prendre les formes suivantes: 

,, „cos. ).' B+V B— V B^-V B— V 

1.6=2- rr.sin,— -.— sin.— r — =: — 2sm, as II csm. — - — Slll. — r— 

cos.V 2 2 2 2 

»s. b cos, B 

;H V7- ^ I ; cos. \'C0S. 6 :^COS. V'COS. f — C0>. BCOS. f : 

(os. t COS.V 

CM. fV -t- 6) -f- COS. (V— b) =- cos. (V -t- v'} + COS. (V — t', 
— COS. (B^-u') — cos, (B— u'). 

On Irouvernit des relations analogues entre B , b, k , C. 

47. Les données étant A, B, C, et l'inconnue 6 : soient «" la 
vali'ur de il qui répcnd à la supposition de A ^ 90»; Bel I'. 
restant ce qu'ils sdnt ; v'" celle qui répond à C ^ 90° , B et A 
rpslant ce qu'ils sonl ,- enfin , v"" celle nui répond i B = 1)0" . 
A fl C rer.latjt ce qu'ils sont , nous aurons : 

; cos. u"" = col. A cot . C ; 
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Gl diverses trausrormalioitB amilojfues à celtes de l'ailicle précé- 
dent. 

AS. Les dounées étant a, b, c, et l'imonmie B ; soient V" la 
valeur de B qui répond à a ^ S0°, 6 et c rcslanl ce qu'ils 
sont , etc. Nous Irouveroos par des moyens semblables : 

COS. V" COS. V"' 

tog. B = ; cos.V"" . 

COS. b 

49. Appelant B" et 6' dens valeurs particulières, corres- 
pondantes de B et de i [si l'on «eut celles qui Tépondent a 
A = 00°) , on aura entre B et 6 celle reblion 

COS. 6 — COS. b' 



Cos. C - 



sin. - — ■ — 



sm. — sin. ^ — 

50. Nous remarquerons, eniiii, que les équations précédetilot:, 
comme toutes celles du triangle obliquanglo , sont tymètrique.^ , 
ou par elles-mêmes , c'est-à-dire con^idi^récs isolément , ou bien 
symétriques par rapport â d'autres équations. 

Cède symétrie rësulle de ce que toutes les parties situées à la 
droite du sommet B y jouent le même râle que les p.iities situées 
ù la gauche. Aucune hypothèse ne distingue, en elTet, ni les 
angles ni les cAtés du triangle, ni leur position sur la siirfoce de la 
spbére, taquellecst parfuilement uniforme. La position à droite 
ou à gauche d'un arc de grand-cercle n'onlre pour rien dans les 
valeurs algébriques des angles ou des arcs liés â ce premier arc 
perdes dislanccs ou par d'autres relations exprimées en nombres : 
ce qui suflit pour prouver l'égalilé de toutes les parties homo- 
logues des triangles symétriques. On doit donc avoir les mêmes 
relations de l'angle B avec les parties situées t droite qu'avec 
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les punies RÎIiiées à gaiirhe , lant que l'on conscrTero »ii trîaDgIe 
son carat^lère de générniilù ; de façon que, s'il n'y avait qu'une 
seule équation finalf^, celte équation devrait être symétrique par 
elle-même. Lors, donc, qu'on arrive A une équation non symé- 
trique par elle-même , on est autorisé à conclure qu'il existe une 
autre équation d'une forme telle, que la symétrie se retrouve 
dans leur réciprocilé. 
Par exemple, ayant trouvé 

„ tes. b 
(,os. Rlang.a^ — col. c ; 

COS.flSIll.C 

ia syméirie nous pt>rmct de poser é^tement 

_ C09. 6 

' "' cos c 8;n.n 

Elteciivemoul, ces deux équalions se firent de la même Oqua- 

tioii Nyniéti'iqiie , 

COS. b 

Cos. B = ", : — - col. c cot. a 

SU1. csin.a 

en la multipliant , soit par tang. a , soit par tang. e. 

Nous remarquerons de plus , que les formules du triangle obli- 
quangle , de même que celles du triangle rectangle, dont nous 
les avons tirées, et de même que les formules du développement 
des sinus ou cosinus composés , contiennent dans chaque terme, 
soit partout un nombre pair, soit partout un nombre impair de 
sinus, tangentes et cotangenlea des eûtes (c'est-à-dire de» 
valeurs trigonométriques qui changent désigne avec les côt^s 
eux-mêmes), tandis que les cosinus, qui ne sont pas affectés du 
cbangement de signe des côtés , ne sont pas assujettis à la même 
règle. 

Il résulte de là , que le changement de signe de tous les 
cOtés du triaogle A la fois , ou leur changement d'origine de la 
droite tt la gauche , ou réciproquement , ne modifierait en rien 
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■ efl éqiialioDs; puisque changer les signes de tous les termes 
d'une équation , c'est n'en changer aucun. 

\ji symétrie rentre dans une règle plus générale, VanalagU. 
L'équation exprimant une relation d'un angle ou d'un côté avec 
les autres parties du triangle permet généralement de poser cinq 
autres équations analogues â la première. C'est une conséqueuie 
des remarques précédentes. Bien ne distinguant les angles, ni 
les eûtes du triangle obliquangle, ABC, et les formules qui lui 
sont propres n'expriraunt que des propriétés générales, indé- 
pendantes de toute supposition particulière, si nous plaçons 
constamment dans le même ordre, les lettres A,B, C, c'es(-A- 
dire dans'' l'ordre où nous les trouvons, suit en parcourant le 
contour du triangle continuellement de gauche à droite , soit en 
le parcourant continuellenieDl de droite à gauche , et que , dans 
l'équatiou proposée nous mettions, tt la place de chaque lettre, 
celle qui la suit immédiatement dans l'ordre adopté (ce que 
nous disons ici des lettres A,B,C, s'étend facilement aux 
lettres a, 6, c) , nous aurons une équation analogue qui sera 
vraie : car la démonstration de l'équation que nous supposons 
concerner un angle B , par exemple , s'appliquera exactement i 
l'équation analogue , relative à l'angle C , soil qu'on.procède de 
droite i, gauche , ou do gauche à droite ; et il en sera de même 
de l'angle A. Il y aura donc en général, trois couples d'équalions 
symétriques ou trois équations seulement , lorsque l'équation 
primitive sera symétrique par elle-même. 

Nous appliquerons fréquemment les règles qui préoédeol , 
pour nbréger noire analyse. 

51. Nous no quitterons pas la formule du N.** 44 sans faire re- 
marquer le corollaire suivant. 

Divisant l'une par l'autre les deux équations , 

^ COS. a — COS. 6 COS. c cos. A-HCos.Bcos.C 
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et observant que 

, , < . , ». ^ . ..sin.Bsin.C sin.* A 

.AU. « ^ 1 — SID. a, COS. A =1— SIH. A,-: — :— : ^ —. — î— . 

sin. osin, c stn. a 9 

\oDs aurons l'équalion 

sÏD.' a [I — sin." A -hcos. A cos. B cos. C} 
= flin.' A (1 - sin.' a — cos. a cos. fi cos. c) , 

laquelle après réduction , devient (36) 

1 -t- cos, Acos. Bcos.C sin.' A sin.* B sin.* C 



1 — COS. ocos. b COS. c sin.' a sin.* 6 sin.'c 

5*2. Appelant p la peipendicnlaire AD abaissée du sommet in 
l'angle A (fig. 10) sur le cd\é opposé , ut , comme précédemment 
a, b , c , les côtés opposés ausi angles A , B, C', appelant, enlin, 
a' el a -- a' les deux segments BD , 1>C , de a; à gauche et i 
droite de celle perpendiculaire , c'est-à-dire , respectivement , 
«lu cùlé de c et de £ ; nous avons déjà vu que 

cos. c COS. b 



COS. a' COS. (o — a'] 
Donc : 

COS. b cos. (a — a') 



fraction que nous avons représentée par cos <f (34]* 

Il résulte de cette équation que les eoiinu$ det segments a', 
a — a', dans lesquels la base tTun triangle est divisée par la per- 
pendiculaire abaissée dit sommei , sont entr'tux comme les cosinus 
des côtés adjacents ; *( réciproquement, que lorsque celte proportion 
existe , la transversale tirée du sommet au point de division ett 
perpendiculaire d la base. 
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Il en rë5;ul(e encore ce Ihéorènie a<wez singulier : 

Soit abaittée un« perpendîcvlaire , AD, du lommet A d'un 
triangle tphériqae qaeleonqtte sur ta bâte BC! : «on suppute qv.( 
let cdlit du triangle toient articulét entr'eux à levri points ii 
jonction A , B , C,de même que let dtux legmentt de la base , n 
leur point de téparation D, et qu'on tire, en sent contraire, et 
point de divition H et le tommet A du triangle , juiqu à ce qwb 
plut petit , \C , des c6tis adjacent» à la base et CUle segment ad- 
jacent (et le plut petit des deux) te trouvent sur le prolongement 
l'un de rautre en ABf IV , ils constitueront ensemble la baie d'un 
nouveau triangle tphérique ADT/ , let que leur point de jonction, 
devenuB', sera le pied d'unenouvelleperpendiculaire C'B' abaittée 
du tommet C , opposé tur cette nouvelle bâte. 

Od voit que la perpendiculaire f ou C B' <lu second triangle , 
mesure, en quelque sorte > l'inégnlilé des cAtés AB, AC , du 
premier , el la perpendiculaire p , du premier , l'inégalllé des 
côliîs AC , CD* , du second. 

La décomposition du triangle ABC dans les deux triangles 
AB!), ABC ( fîg, 10) nousfuumit enrore es équations suivantes, 
qui sont autant de théorèmes : 

COS. B COS. C 

Cos. p = ——r- = -: — 11 Tn . 

sin. A sm. (A — A) 

Tang. p = sin. a' lang. B = sin. [a — a') tang. C ; 

= tang. e cos. A' ^ tang. b cos. (A— A') ; 

Sin p = ii"l — = — -i"-itr"^ . 

lang.A' lang. (A — A') 
On peut les mettre sous la forme de proportions , cooimu il 
suit: 
sin A' : sin (A — A') :: cos B : cos C. 
sin o' : sin [a — al :: tang C : lang B :: cot B : col C ; 
ces A' : cos (A — A') :: tang b : tang c :: cot c ; cot & ; 
tang o' : tang (o - a') :: lang A' ; tang (A — A'j. 
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DODC : 

Lorsqu'une perpendiculaire est abaissée du sommet d'un tri- 
angle sphérîque sur la base ; 

1.0 Les sinus des deux portîoDS d'angle au sommet sont 
entr'euz comme les cosinus des angles adjacents à la base. 

2.° Les sinus des segments de ce Ite base sont comme les co- 
tangeotes des augles adjacents. 

3 ** Les cosinus des angles partiels au sommet , sont comme 
les cotadgentes des côtés adjacents. 

J^." Les tangentes des segments de ta base sont comme les 
tangentes des angles partiels qui leur correspondent au sommet. 

53. Les formules précédentes sont générales , c'esl-à-diro 
applicables a un triangle AI>C quelconque (fig. 10) , divisé en 
deux triangles rectangles, lorsqu'on le suppose lui-mémo rec- 
tangle en A, on arrive à quelques propriétés particulières, parmi 
lesquelles nous renaarquerons les neuf qui suivent. 

tang. AB 



lang. AB tang. BC 

d'oà résulte : 

Tang.' c = teng. a' tang. a. 

ce qui signifie que la tangente d'un des côtés de l'angle droit 
est moyenne proportionnelle enlre celle du segment de l'hjpo- 
ténuse qui lui est adjacent et celle de l'hypoténuse entière. 

Celle proposition est l'analogue d'une proposition connue sur 
les figures planes. 

On en tire, comme corollaire, l'équation 

tang.' e + tang.' 6= lang a jtang a' ■+■ tang [a ~ o')( , 
laquelle , par les figures rectilîgnes , se change on 

e* -f. 6' = a' , 
formule du carré de l'hypoténuse. 
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â.*Oo8.B = uD.A'co8.pi co*-C = sin. (A — A']c(».p = coB. A'cos.f 
et, par coiuéqueDl, 

COS* B -t- COS* C ^ COB* p. 

3." Retnplaçaot , dans l'équalion précédente , cos B et cos C 
par lears valeurs , 

lang. c lang. b 

taDg. a tang. a ' 

il vient 

tang,* c -1- tang.* b , 



tang.' a '^ 

et , en siibsliluant les valeurs de tang' c , lang* b , tirées de la 
première partie du présent article , 

tang. <t'-f-tang. [a — a') , 



d'où 



tang. a 

^ 810. 6 



sin 6 sin c = sin a sin p- 



Donc leproduit dtt »inus det deux côtéê de Cangle droit ert igat 
auproduit du sinus de fhypolénute par h sinus de la perpendi- 
culaire abainée du xommet de l'angle droit. 

L'analogie avec les figures planes est encore évidente. 

8.» 

Si on fait attention que 

sin bsin c = cos 6 cos c tang b tange =:=cosa tang & lang c , 
on p«ut changer l'équation piécédenle en 
tang b lang c = tang a sin p 
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on en 

.,:,, , lang. 6 l.ng. t si 


in. b sin. e 


*'"■ f — l.ng. a - 


■in. a ' 


lane. a' 




i^!ïi^ = «.g.(*-., = ^, 


sin.p 
- taDg.o' 


sin.'p = tang. a' tang. (a- 


-'']- 



Donc /e $inttg de la perpendicvlaire abaittie dv sommet de 
Cangte droit tur l' hypotinute , est moyen proportionnel entre le» 
tangentes det legmenlt de celle hypoténuse; 
théorème qui co rappelle un bien connu sur le trianglo rec- 
liligne rectangle. 

1 .° Ci»s. a^coi.b coa, c ;= cos. a' coa. (a — a') eoa.' p. 

Donc , le cosinus de l'hypoténuse est égal au prodnil du qua- 
Irième ordre résultant de la mulliplicalion successive des cosinus 
des segments de celte hypoténuse et du carré de sa perpendicu- 
laire. 



/gin. a' Y 
\sin. c/ 



/sin. (a— o')y _ 
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51- Outre im analogies déjft signalées entre les figures 
planes cl sphériques , nous voyons , dans les équations du N." 
précédent , une nouvelle démonstration du théorème <le l'ar- 
ticle 6 sur les sinus et cosinus d'arcs composés. 

En effet , de l'équaliaD 

Cos. a =: cos- a' COS. (a — a') cos.'^, 

on tire 

CoB. a = COS. a' cos. [a — a') (1 — sio.' p] 

^ COS. a' COS. (o— a') \ 1 — Ung. a' taiig. (a — a') | ; 

Cos. a =: cos- a! cos. [a— a] — sin. a' «in. (a— a'). 

C'est la première des quatre de l'article 6. Les trois autres 
s'en déduisent facilement, ainsi que nous l'avons déjà fait ob- 

55. SeCONOB DËUOHSTR/ITION UBS ANALOGIES DB KePEB. 

Le triangle SBC [fig. 6], dans lequel SL est perpendiculaire 
sur BC , et donl les angles SBC , SCB sont les moitiés des 
angles B , C du triangle ABC , donne : 

Sin. BL : sin. CL :: col. 1/2 B : cot. 1/2 C. 

Or , appelant a, b, e les cAtés opposés anx angles Â , B , C , 
dans le triangle ABC, nous avons vu (N.<' 35) que 

2 2 

Donc : 

a-*-c — b 
Sin. ^ : Bin 

CxUe proportion , attendu la généralité du triangle ABC, 
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étaol appliquée à son supplémentaire , puis ramenée de celui- 
ci au prioiitif. en y remplaçant a par 180" — A, 6 par 180» 
— B, etc., nous donne celle seconde proportion aussi géné- 
rale que la premi^e : 

A-t-C— B A — C-»-B 
Cos. 5 ; COS. s :: tang;. 1/2 b : tang. l/'2 c ; 



laquelle peut d'ailleurs, sa tirer directement du théorânie du 
N.° 22, par la comparaison des Iriangleg rectangles TAF , TA£ 

Sous cette forme, ces deux proportions n'ont guère d'utilité , 
parce qu'elles exigent quatre parties du triangle, pour en 
donner une cinquième. Mais nous pouvons , par une transfor- 
mation facile, en faire disparaître une des cinq parties. 

Pour cela, nous remarquerons d'abord que le triangle HCB 
(fig. 6 ) comparé au triangle ABC , a un angle, B, et un câté , 
BG := a , communs ; que son second c6té , BH = c —b , 
et que ses angles BHC , HCB , sont tels que 

BHC — HCB = BCA' = 180" — C i 

de sorte que la première des deux proporlioos cî-dessns peut 
se transformer en 

„. BC-t-BH . BC-BH 1 ,. BHC — BCH 
Sm. — s — ■ 8>n. — 3 :; col. ^ B ; Ung. ô — "• 



Or, le triangle HCB, pris â par) , a toute la généralité 
possible: c'est-A-dire que la proportion que nous venons de 
trouver subsiste , quelle que soit la forme donnée au triangle 
HCB. Cette même proporlion pourra donc , pour plus de 
simplicité , être ramenée an triangle ABC , et se changer en 
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uiie des quatre anahgùt de Niper. 

Elle en donne immédiatement une seconde, en vertu des 
propriétés du triangle supplémentaire : 

„. Ah-C . A— G 1 a — e 

Sin. -^— :Hin. — ^ :rlang. 26: lang. — ^ — 

On peut également faire disparaltie de la seconde des deux 
proportions primitives ^ savoir, de 



une des cinq parties qui y entrent. 

Pour cela , il suffit de construire (fig. 11 ; un triangle AFC 
qui ait , avec le triangle ABC , un câté commun , AC = fi, 
un angle commun , A , et un second angle ACF = C — B, 
ce qui implique l'égalité de BF et de FC. 

Remplaçant , dans la proportion précitée , les parties du 
liiangleABC parcelles du triangle AFC, il vient: 



nu bien, en rapportant de nouveau cette proportion au triangle 
ABC , qui a la même généralité que le triangle AFC , 



c'est la 3/ des analogies de Néper. La 4-*, 

Cos. ^^ ; COS. %p^ :: cot. 1/2 B : tang. — ^ 
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s'ea déduit immédiatemeut , par la coiuidératioD du IriaDgle 
gapplémcn taire , de la même façon que précédemment. 

Ainsi, du théorème du N.° 25 , ou de celui du N." 36, 
si l'on veut, découlent naturellement quatre proportions 
<pi'on n'obtient ordinairement que par une analyse al^bri- 
que compliquée. 

Bien que la démongtralion de cette formule comprenne le 
cas du triangle recliligne, à cause de la généralité du triangle 
spbériqne , on ne trouvera peut-élre pas inutile la démons- 
IralioQ particulière suivanle , qui a l'avantage de parler aux 
yeu\ : 

Soit ABC (6g. 12) le triangle rectitigne donné , où AB> AC. 
Prenons sur le côté AC prolongé une longueur AC" := AB, 
abaissons AU, qui divise l'angle A en deux parties égales. 
AU sera perpendiculaire sur le milieu de BC", et coupera 
le c6té BC en un point D. Enfin, du point U, milieu de BC", 
tirons UC parallèle à DC ; 



ce = - CC" = - 



Angle DBU = ——- . 



Or 1m triangles semblables A D G , A U C donnent 
ÀC : ce :: AU : DU ; 
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el les triangles reciangtes ABU , DBU : 

AU : DU :: lang. ABU : Ung. DBU. 
Donc : 



56. Le cercle inscrit , qui noas a été ulile pour la démous- 
tmtion des analogies de Neper , a eDcore un grand nombre 
de propriétés dignes de remarque. 

Ainsi , de ce que les angles BSD , CSD (fig. 8-] formés par 
deux Iransversaleft et le prolongement do la 3." , sont ^aux , 
respectivement, aux deux angles CSL, BSL, que les deux 
premières transTersales , prises dans l'ordre inverse , forment, 
avec la perpendiculaire intermédiaire SL (26) , il suit que : 

Sin.ASB=si«.BSD = sin.CSL = ^="-^:^' î?^' 
sin. es COS. es • tang. CS 
C03. 1/ 2 C 
Gos. SL 

,^^ .' ^^^ ■>-,. sin. BL cos BL tanir. BL 

Sin.ASC = siD.CSD = 8in.BSL=s-: -^ — 5 

sin. ES COS. BS tang. BS 

COS. 1/2 B 

C08. SL 

Gos. BSD = COS. CSL = i!^5l!L ; 
laug. CS 

:..fiïs. CSD = coa. BSL = i^îlill^ ; 
.:t\. (ang.BS ' 
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lanE. CL 

TaDg. BSD =: tang. CSL = ~-r-^ ; 

I Bin. bL 

taue. BL 
faog. CSD = laog. B8L = /„ 

° siD. SL * 

Or , si des sommets B , C , nous abaissoDS deux Douveiles 
perpcDdiculaires , BP, CQ, sur la Iroisiôme transversale, AS, 
' prolongée , nous aiiroDs : 



™. _nn s"i- '•*' . ^„^ S'il. CQ 
an. BSD = -: — :^ ; sin. CSD = -. — -=: 



sin. BP ^_ ,,^„_ 

CS' 



Cos.BSD^-iiîî:^; cosCSD^ie^. 
tang.BS taiig. CS 

^ sin. SP •* sin. SQ * 

D'un autre cAlé , nous savoas que : 

1 sin. BP _ sin. CQ 

' 2 ' sin. e sin.t ' 

1 , lang. AP tang. AQ 
Cos. TT A =: ^ -— ; 

2 tang. c tang. b 

Cos. BS = COS. BP COS. SP ; c^. C8 = cos. CQ cos. SQ. 

Donc: 

sin. BP _ sin. CL sin. CQ _ sin. BL 
sin. BS sin. CS' sin. CS sin. BS 

lang. SP _ lang. SL long. SQ _ tang. SL 
tang. BS ~ tang. CS ' (ang. CS ~ lang. B$ * 
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tang. fiP _ tang. CL laog.CQ _ lang. BL 
BÏD. SP — "sin. SL ' sin.SQ ~ sin. SL 



lang. SQ \ 
sin. ASB ÙD. BSD 



lang. ASB taDg 



U»8.CS7 • 




nn. CSL 
siD. BSL 


C05.i/2C 
coi.l/ÎB 


COS. CSL 


tanj. BS 


COS. BSL 


tang. es 


Uil(. CSL 
Ung. BSL 


Ung. CL 
lang. BL 



tang. ASC taog. CSU 

sin. BS _ sin. BP _ sin. BL 
ÙD. OS sin. CL sio. CQ ' 

COS. BS COS. BL C08. BP cos. SP 



COS. es coa. CL cos. CQ cos SQ ' 

tang . BS _ tang. SP _ tang. S L _ 
tang. es "~ tang. SL ~ tang. SQ ' 

gin. BP sin. CQ = sin. BL sin. CL ; 
lang. SP lang. SQ = laog.* SL ; 

ihéorëraes dont nous énoncerons ainsi les principaux : 

SidupôleS, du cercle inicrit à un triangle tphérique quelconque, 
ABC , on mette det tranêvertales SA , SB , SC , aux troit xommeti • 
du triangle, et dei perpendieulaire$ SL , SM , SN , sur let côtèt 
retpectivetnent oppotéê ; 
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i." Le produit de» tint» de» dMancex sphériquet, BP, CQ, 
de chaque trameerfale, AU, auin deux sommeti B, C, entre les- 
quels elle passe , équivaudra au produit de* sinut des dislancst, 
BL , CL , des mêmes sommets B, C, d ta perpendiculaire corret' 
pondante SL. 

3.0 La tangente de chaque perpendiculaire, SL , fera moyenne 
proportionuelle entre les tangentes des parties SP, SQ prises 
sur la transversale correspondante AS , depuis le pôle S jusquawe 
pieds, P, Q, des perpendiculaires abaissées des sommets B, C, sur 
cette transversale. 

3.*> Le sinus de l'angle ASC ou DSC formé par les trans- 
versales de deux angles A , G, est égal au quotient du cosinus de 
la moitié du troisième angle B , par le cosinus de l'une ou Vautre 
des perpendiculaires SL ou SN appartenant aux côtés, BC, BA, 
qui comprennent ce troisième angle. 

A.° Les sinus de deux angles ASB , ASC, des trois que produit 
l'intersection mutuelle des trois transversales (lorsqu'on ne les 
suppose pas prolongées au-delà de leur point de concours S) 
sont entr'eux comme les sinus des moitiis des angles B, C, 
ans; sommet* desquels aboutissent les côtés extérieurs IIS, CS ; 
des deux- premiers angles ASB, ASC; les cosinus des mêmei 
angles ASB, ASC, «ont comme les tangentes de ces côtés 
extérieurs, BS , CS; enfio , les tangentes des mêmes angles 
ASB , ASC, sont inversement proportionnelles à celles des segments 
BL , CL déterminés sur le côté BC du triangle par la perpen- 
diculaire abaissée du point S. 

5.0 ^on «eu'emenf les sînus des segments BD , CD, déter- 
minés sur un c<)ttf BC par le prolongement de ta transversale 
opposée AS , sont entr'eux comme les sinus des côtes adjacents, 
AB, AC , du triangle, mais ils le sont aussi aux sinus des 
distances spkériques , BP, GQ , de cette transversale prolongée, et 
des sommets, B, C, entre lesquels passe son prolongement. 
&7. Seconde démonstration de la roBHOLE db l'^ kticlb 41- 
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Nous avons vu , par le premier des cinq théorèmes ci-dessus , 
que le triangle ABC (ùg. 8] donne : 





Sin. BP 


sin. 


CQ = siu. BL sin. 


CL. 


r , 


Bin. BP = 


:sin. 


. 1/î A sin. e ; 






sin. CQ 


= 1 


un l/i A sin. i. 




D' 


un autre cAlé . 


nous saTons [21] que ; 








BL 


IH-C-b . 

2 ' 








CL 


a-i-b-e 






2 










ai-c-b . 


a— c-t-A 




Sin.' l,a A = 


a ■■"■ 


2 



Ainsi le cercle inscrit au triangle peut servir à la démonstration 
à« la formule de l'art. H aussi bien qu'a celle des analogies de 
Néper. On pouvait le présumer ft la seule inspection de ta 
formule susdite ■ 

58. SOLCTION APPKOXIUATIVB DD TRIAI-iGLB OBLIQC.VNGLB. 

Noos avons vu , à l'occasion de la construction des tables , 
que, dans certaines limites , qui dépendaient du degré d'ap- 
proximation qu'on s'élsit imposé , les sinns des petits arcs se 
confondaient avec les tangentes , et , i plus forte raison , avec 
les arcs eus -mêmes. Nous avons vu, aussi, que leurs sinus-verscs 
s'évanouissaient , comme quantités du second ordre , devant les 
sinus ; tandis que les cosinus s'approcbaicnl eitrémement de 
l'unité , puisqu'ils n'en étaient séparés que par ces sinus-verses. 
De cette manière de considérer ces quantités, résultent des 
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simplifie» lions dans les diverses formules du triangle obliquangte, 
lorsque CL'liii-ii contient des parties fert petites, ou, au con- 
traire, des parties qui 3|)prochent beaucoup de 180.'* Nous n'en 
donnerons qu'un petit nombre d'exemples. 

Supposous, d'abord, UD cAlé, a, Irès-pelit , et les deux autres , 
{>, c , de rnoyennle grandeur , <>DtreO el 180"; on voit de suite 
que A sera Irés-petit par rapport à B et à C , puisque 



sin. A : sio- B :sin. C :: sÎD. 
Faisant c — 6 = -* , 



«t représentant par ^ la portion de c comprise entre l'angte ad- 
jacent , B , et le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet 
C , de l'angle opposé , on trouvera ; 

COS. (f COS. (e — s") COS. (6 -t- J — iS') 



1 — vers. J' = (1 — vers, a) Jl — vers, (if— J)-t-sio.(J' — (!'}tang. 6{ . 

M uis les sinus de a , ^ , â" sont considérés comme des quantités 
Irés-pctites du premier ordre, et les sious-verses des mêmes 
arcs, comme des quantités du second ordre. Ces dernières, mul- 
tipliées enir' elles , ou par les premières , sont d'un ordre infé- 
rieur au second. L'équation précédente prouve donc que d' — S 
est d'un ordre inférieur â a,â,i^; que , dës-lors , on peut subs- 
tituer Si â", lorsqu'on les compare à des quantités du même 
ordre , et faire indifféremment , par exemple , 

tang. J* tang. J sin. J J 

tang. a tan;;, a sin. a a ' 

„. , sin. B . tang. B . 

Sin. A =r — : sin. a ^ — : sin. -S ; 

sm. b sin. b 



D,q,i,.cdb. Google 



= l/4A'8in. (2'ô). 

L'excès de la somme des angles de ce triangle sur deux angles 
droits , excès d'où dépend la mesure de l'aire ou de la surface 
du triangle, est une quantité fort pelito pai rapport aux angles 
B Gt C , et de même ordre que l'angle Â. 

Appelons a le petit angle que font , entr' elles , au point C , lu 
perpendiculaire abaissée sur le cillé c , et la perpendiculaire 
élevée sur le c6té b. L'angle que la première de ces deux perpen- 
diculaires fait sur b sera égal A 90** — n , et nous aurons : 

COS. 6 = cot. (90» — «1 col. A ; 
ou tang. a = lang. A cos. b; ou, approximativement , 

2 = A cos b. 

A — K est l'excès (sur deux droits) de la somme des angles 
du plus grand des deux Iriangles partiels dans lesquels le tri- 
angle proposé se trouve divisé par la perpcadiculaire abaissée 
surlec6[éc. L'hypoténuse de ce triangle partiel est 6 , tandis 
que l'hypoténuse du second triangle partiel esta, quantité 
supposée fort petite par rapport à b. Il résulte évidemment de ' 
celle construction , que l'aire du premier triangle partiel diffère 
très-peu de celle du triangle proposé , et que , dès-lors , on 
peut regarder A -' et comme représentant approximativement 
l'excès de la somme des trois angles du triangle proposé sur 
deux angles droits. 

Nous ne nous arrêterons pas ici , âi montrer comment on 
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peut appliquer aux équations ci-dessus la table qui sert A faire 
le poiot , ou les tables qui suivent ce mémoire : leur usage se 
comprendra sans peine. Il nous suffit de dire qne , dans les li- 
mites poaées , lorsque les tables se prêtent mieux au calcul d'un 
maltiple de a , qu'a celui de F:a valeur simple , on peut prendre 
ce multiple, à la condition de multiplier <Fet A danslaméme 
proportion. 
Lorsque â est très-petit relativemeut à a, B approche de 90°, 

et A de -: . 

sin. b 

Lorsque à approche de S" , ces deux quantités approchent en 
mèine temps de a; U devient très-petit , et A devient une quan- 
filé du second ordre. 

Lorsque les trois cAtés a,b, c, sont (rès-petits, ou se trouve 
dans le cas du triangle recUligne. 

Il en est de même , lorsqu'un des côtés est irès-petit, pendant 
que les deux autres sont [rès-voisins de 180." Un triangle ainsi 
formé peut élre pris pour un Aiseau tronqué dont l'angle d'ou- 
verture serait l'angle oppugé au petit cdté. La portion séparée 
du fuseau est un très-petit triangle , dont les côtés et les angles 
sont égaux ou supplémentaires A l'égard des côtés ou des angles 
du triangle proposé , c'est un des triangles que nous avons ap- 
pelés corrélatifs de celui-ci , dont la résolution est , par suite , 
ramenée à celle d'un triangle rectiligne , comme dans le cas pré- 
cédent. 

Le cas du triangle qui a deux côtés de moyenne grandeur et 
un cOté approchant de 180» se amplifiera pareillement , si on 
le ramène au cas du premier des triangles dont il est question 
daosle présent article. 

Enfin la solution des triangles dont un ou plusieurs angles 
sont ou très-petits ou approchant ISO^» , sera ramenée à celle 
des exemples précédents , au moyen du triangle supplémen- 
taire. 
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Application de ta trigonométrie à une théorie générale 
des transversales sphériifues. 



S9. La considération des transversales menées par les Eom- 
mets d'un triangle, et concourante» , ou passant par un même 
point , nous a été d'un grand secours dans la démonstration de 
plusieurs théorèmes ; nous croj'ons qu'il est important dVo 
étendre la théorie. Pour y arriver, nous commencerons par 
quelques propositions plus générales. 

Si d'un point quelconque , D , prt< tur un dei càtèt du triangle 
tphérique, BAC (fig. 13] , on mène une transversale , DP, qui 
coupe les deux autres câ<ét, BA , AC , respectivement , aux poinit . 
P, L, quelconques ; 

1 ." Ltt sinus des deux segments ( comme CD , CL ) adjacents d 
un taéme sommet ,C, du triangle , seront inversement propor- 
tionnel» aux sinus des angles D , L , que la transvemale fait avec 
tes côtés auxquels ces segments appartiennent. 

^.'> te produit des sinus des SEGXBNTS dg droite des trois côtés . 
sera égal au produit des sinus des segments dk gauche. 

( N. B. Nous appelons segmeut de droite , celui qui , tel que 
CD, est compris entre la transversale et le sommet de droite à 
la Gn du cAté ; et segmeut de gauche , celui qui , comme BO, est 
compris entre la même transversale et le commencement du 
même cAIé ; à supposer qu'on suive l'ordre de gauche i droite 
en regardant du dehors du triangle. ) 

3.** Relativement à chaque côté , BC , c» particulier, et pris 
à son tour pour base dulriangle, le rapport des sinus des sechents 
INFÉRiBORS des deux côtés élevés BA, AC, sera égal au {traduit du 
du rapport des sinUs des sbgubhts supérieurs par telui des 
serments de la baie , comme au produit du rapport des sinus des 
côtés élevés , eux-mêmes . par le rapport des sinus des sbghbnt^ 
cobrbspoiwahts de ta transversale. 
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(N. B. Nous enleodons par segmenls inrérieiirs des c6lés éle- 
vés ou jambes, B\ , AC, les segmenls BP, CL, ndjaœnlsà 
la base BC; par segments supérieurs, les segmenls AP, AL 
adjacents au sommet A ; enGo par les segments de la Iransvt^r- 
sale qui correspondent aus c6lés élevés ItA, AC, les segmenls 
DP, DL, compris entre la base et ces côtés pris dans le même 
ordre). 

Pour nous assurer de la vérité du théorème que nous venons 
d'éooncer , nous observerons que le triangle B P D donne 
siu. P sin. BD 
sin; D sin. BP ' 

' le triangle DLC, dont ran};le D est supplémentaire de l'angle 
dAsignd par la même lettre dans le triangle BPD , 
siii. D sin. CL 
sin. L sin. DC ' 

eofin, le triangle ALP , 

sin. L sin. AP 

sin. P sin. AL ' 

équalionâ qui expriment , en langage algébrique, la première 
partie du tbéqrème- 
Hultiplîant ces trois équations par ordre, on trouve 

_ sin. BP sin. CL sin. AP 
sin. BP sio. Ct> sin. AL' 
ou 

Sin. CD sin. AL sin. BP = sm. Bl> sin. CL sin. AP: 

ou bien , encore , 

Sin. (a — a') gin. (6—6') sin, [c — c') s= sin. a' sin. b' sin. c' ; 

endésignant par a, 6, c, les côléi du triangle, et par a', 6', c', 
les segmenls de gauche de ces mêmes cAtés ; c'étani considéré 
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comme une quantité négative dans la ûg. 13, où AP a use 
direction inverse de la direction ordinaire. 

Cette équalion est l'expression de la seconde partie du théo- 
rème ', et il est facile de s'assurer de sa constance dans les diffé- 
rentes positions de la transversale. Elle subsiste lorsque celte 
transversale est extérieure au triangle , et , par suite , ne coupe 
que les prolongements des trois cOlés. C'est,d 'ailleurs, une consé- 
quence de la loi de conlinuilé et de l'interprétation des quantités 
négatives , dont nous avons déjà rappelé les règles. 

Enfio , mise sous la foime 

sin. BP_sin. AP sin. BD 
sin. CL sio. AL sin. 1)C ' 

et prise relativement au triangle ABC . d'nnc part , et d'autre 
part, relativement au triangle APL ',qui a ta même généralité 
que le triangle ABC, et auquel on peut donner PL pour base ], 
cetlc équation répond à la troisième partie du théorème énoncé 
en tète du présent article. 

Transportée du triangle APL au triangle ABC , la même 
équation devient 

sin. CL sin. AG sin. DL 

sin. IIP ~ sin.BA sin. DP ' 
cl donne par analogie , 

sin. AP _ sin. AB sin. LP 

sin. Cl) ~ sin. BC sin. DL ' 

sin. BD _sin. BC sin. DP 

sin. AL ~ sïrT AC ^ sin. LP " 

Cela posé, comparant chaque angle A, da triangle donné , 
avec les angles P', L', D', que la transversale fait avec les c6tés 
dn triangle , en les prenant dans le même sens ( à gauche , par 
exemple], nous trouverons 



D,q,i,.cdbv Google 



( m ! 





sin 


P' 


sin 


4L 


sin 


Bl) 


sin 


AC 






sin 


"T 


~ S^ 


PI. 


~ lin 


"dp 


S^ 


"bc 






sin 


L' 
A 


sin 


AP 
PL 


_ sin 


CD 
DL 


sin 
sV 


AB 
BC 




sin 


A 


sin. BP 
sin. DP 


sin. 
sin 


AC 
BC ~ 


sin 


CL 
DL 


sin. 


AB 

BC 



, Les triaogles BPH , CI>L , de la même lig. 13 , donnent 



sin. BD sin. DP 



sin. DC sin. DL 



Cos. BP sin. DC sin DL + cos. CL sin. BD sin. DP 
= cos. DCcos. DLsin. BDsin. i)P-h cos. BDcDS. DPsia. DC sin. DL 

= cos DCsin. BD(sin LP-i-cos. UPsin. DL) 
-t-cos. DP sin. DL (sin. BC — sin. BD cos. DC) 

:= Gos. DP sin. DL sin. BC t- cns DC sin. BD sin. LP . 

On aurait de même : 

Cos. BP sin. DC sin. DL -t- cos CL sin. BD sin. DP 
= COS. DL sin. DP sin. BC -i- cos. BD sin. CD sin. LP. 

61. Les deus équations piécédentes sont fort compliquées ; 
mais lorsque les points P et L se confondent avec le point A 
(fig. 15) elles se changent , l'une et l'autre , en 

Cos. AB sin. CD -t- cos, AC sin. BD == cos. AD sin. BC ; 

théorème que nous énoncerons ainsi : 

Lonqn'on mène une tramvenale, AD, du sommet d'un triangle, 
ABC , en un point quelconque de la base [fig, 15) , le produit du 
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cotinut de celle (rantvertale par le sinui de la baietnlOre est égal 
à la tomme des produits dv coiiaui de chaque côté élevé , BA , CA , 
par le iinus du ttgment de la baie qui lui ett oppoié. 

Dans le même cas, si on appelle A' l'angle partiel BAD, 
on a sio. A' : sin. B : sin. I> :; bid. BD : sin. AD : Ua AB ; 

Sia. (A— A'j : sin. C : sin. D :: sio, DC : sin. AD : sin. AC ; 
D désignant indiOTérainnient l'ungle de gauche , ou !>' , ftl 
l'angle de droîle, ou 180" — D'. 

Par la combinaison de ces proportions , on arrive à 

o- ., . ,. ., sin. BD sin. DC . „„ . . „„ . ^ 

Sifl.A':sin. A— A')::-: : -: ;;sin. BDsin. B: Sin.CD sin. C ; 

SIO. AB sin. AC 

Sin.BD:8in.DC-.:^^- : - °'. " ::sin.A'sin.AB:sin.(A-- A'Isio.AC 
sin. B sin. L 

LorBquo BD ^ DC , on a : 

(cos. AB-4-COS. AC)Bin. 1/2 BC = cos. AD sio. BC; 
ou (cos.AB-i-cos. AC] = 2 cos. AD cos. l/âBC; 

sin. A': sin. (A— A') :: sin. AC : sin AB :: sin. B:sin. C. 
Lorsque A' ^ [A — A') , on a : 

Sin. BD : sin. DC :: sin. AB •■ sin. AC :: sio. C : sin. B. 
62. Soil mainlenant le cas général de (rois transversales 
DLP.EMQ, FNR (Gg. 13] que nous désignons ici par l rois 
lettres répondant A leurs points d'intersection avec les côtés du 
triangle ABC, et que nous supposons , non concourantes , mais 
formant, par leur intersection mutuelle . un second triangle STU. 
Les relatioDS réciproques des parties de ces deux triangles four- 
nissent un grand nomhre d'équations. Nous en donnerons 
quelques-untis . prises parmi les moins compliquées. 
On a d'aliord : 

sin. BP sin. CL , 

iin. B ^ -; sin. C ; 

sin. DL 
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siii. CQ . ,, siD.AM . , 

bln. E^ -: SILl. L =: -: SIR A ; 

sin. EQ 5in. EM 

sin. Alt sin. BN 

Sin. F. = -: :r sin. A = - — =-; Bin. B ; 

siD. FR sin. FN 

D , E , F, désignant indifféremment les angles de gauche ou 
de droite que les transversales font avec les cdl^s du triangle. 
De plus , nous avons vu [59] que la première transversale DLP 
donne l'équation 

sin. CL _ si». AC sin. DL 

sin. BP sïn-'ÂB ' sin. ])P ' 
Il est clair qu'en vertu de l'analc^ie, les deux autres transver- 
sales donneront 

sin. AM sin. AB sin.EM 

sin. CQ sin. BC sin. EQ ' 

sio. BN sin.BC sin. FN 

sin. AR sin. AC sin. FR 

Multipliant ces trois équations par ordre, nous obtiendrons, 
pour équation résultante , 

sin. CL sin. AM sin. BN _ sin. ULsin. EM sin^ FN 
sin. BPsin. CQ sin. AR ~ sin. DP sin. EQsin. FR' ' 
que nous mettrons sous cette forme : 

(i| 7' = 3' 

et A laquelle nous joindrons les deux suivantes, que l'analogie 
indique, 

P) 4 = ^. 



(3). 
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en fiiisaot pour abic'ger : 

t' =Mri l'L siii. Q\l sin. RN ; i' = siii. AFsin. Itl) tiin. CE; 
«' = «0. AEsId. IlFMn.Cll ; 

t" ^ siD. DP sin. EQ sin- FR ; s" =: sin. CL ^in. .^M sio. BN ; 
t." = sin. AL sin. BM sin. CN ; 

t'" = gin. LI) sin. ME sin NF ; t'" = sin. AP sin, BQ sin. CR ; 
u'" = sia. BP sin. CQ sin. AR. 

L'analogie suffit seule pour nous autoriser à poser les équa- 
tions (2) et (3] ; car il n'y a aucune londilion parliruliére qui 
distingue Its côtés du Iriangle ABC, ni leurs segments, ni les 
segments correspondants des transversales. Nous pouvons donc 
permuter les c6lés , si nous permutons en mémo temps toulra 
les parties correspondantes , de manière qu'elles conservent 
cntr'elles les mëmiss relations, conformément â la règle générale 
que nous avons donnée plus haut (50] car, mojennant ces précau- 
tions, il est cl;iir que la démonstration de la première équation 
s'appliquera aux deux autres. 

Mais ce n'est pas tout : les propriétés que nons venons de dé- 
couvrir dans le triangle ABC, existent aussi dnns le triangle 
STU ; les cAlés du premier faisant, d l'égnrd du second, l'oilice 
de transversales, conime ceux du second i\ l'égard du premier. 
Leurs relations sont parfaitement réciproques ; la grandeur des 
parties n'entrant pour rien dans les équations oblcuues. 

On regardera donc encore comme démontrées les trois 
équations suivantes: 

(41 f'=7' 

'^1 i-.=T, 

(61 £^=4. 
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dans lesquelles nous avons érrit, pour abrégiir, i',:",t"', f,', p'',p"\ 
a', u", rr"', au lieu de leuis valeurs ci-dessous : 

■' = sin. LU sin. MP sin. NQ ; p' = sin. UD siu. SE sin. TF ; 
»' = siti. TD siu. UE sin. SF ; 

i" =sin. DQsin. ER sin. FP ; ,i" = sin. ULsiii. SM sin TN ; 
(r" = sin.TLrin. UM sin. SN ; 

t'" 1= sin. DN sin, EL siu. FM ; /" = sin. UP sin. SQ sin. TR ; 
<7'" = 8in.TPsin. UQsin.SR. 

Les équations*[l) , (2), (3) , multipliées par ordre , donnent 



et les équations (i), (5j, (6], 

/>','>" = ''<'"""'■ 
La première transversale nous fournit encore 

siD. P' sin. AL sin. HD sin. AC 
sin. A sin, PL sin. DP ' sin. BC 

Celte équation étant multipliée par ses deux analofcnes, il en 
résulte 

I. P'sin. Q'sin. R' sin. AL sir.. BM sin. CN sin. BD sin. CEsin. AF 



. Asîn. B sin. C sin. PLsio. QMsÎD.BN sin. DP sin. EQ sin. FR 



,^ , . sm. L sin. D" 

Opérant de même pour — : » . — , oo a : 

sin. A sin. A 
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en njoulant les abréviations siiivantes à celles qtie nous avons 
d^jâ indiquées plus baul : 

f = shi. A sin. B sin, C . A = sic. L' sin. M' sin. N', 
n = sin. P* sin. Q' sin. R', a ^ sin. f>' sin. E' gin. F' . 

Appliquant ces équations au triangle STU , et faisant 
# = sin. S sin. T sin. U , 
on !iura , par analogie , 



]'où on tirer,) enfin celte conclusion ; 

<»i ; = 7 = 
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^. Lorsque 4es (rots Iransversetes sont concouranles , c'est- 
À-diro lorsque. le triangle STUde l'arliclepnécédealseréduîlàun 
point V (%. 14) les équations générales des trois transversales 
se aimpli tient beaucoup. 

Posnnt ; <;= sin. VD sin. VEsin. VF , 

■A = sin. VLsin. VMsin. VN, 

y = sio. VP fin. VQ sin. VR , 
OD a évidemment : 



et la sobstilution de ces valeurs dans les équations [1), (8), (9), 
puis , dans les équations (4-) < [&) < (6j , amène : 



6\. Lorsque les trois transversales sont tirées des sommets du 
triangle ABC , c'est-à-dire, lorsque les points L, P, se confondent 
avec le point A ; les points M, Q, avec le point B; et les points 
N , R , avec le point C ( lî^. 15 ] ; il en résulte d'autres simplifi- 
cations dans les équations générales du N.° 62. 

Faisant : p = AD ; 3 = BE , r = CF ; 

on trouve 

Sin. D sin. p ^ sin. C sin. 6 ^ sin. B sin. c , 

et deux autres équations analogues; d'où l'on lire immédiate- 
ment 

Sia. D sin. p sin. A = sin. E gin. q sin. B = sin. F sin. r sin. C ; 
Sin- D sin. p sin. a ^ sin. £ sin, q gin- b = ^n. F tin. r sin. c. 
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Donc , qutUei qvx soimt lei direelioiu dtt trou trannertales 
menéti des lomtneU d'un triangle âur Ut côté» oppoté», le tinus de 
chacune d'ellti multiplié par le tinv» de l'angle qu'elle fait avec te 
côté sur lequel elle pote , et par le sinus de ce c6té lui-mime, forme 
un produit dont la valeur est égale pour chacune âet trois trant- 
vénales. 

L'égalité précédente tubtist» lorsqu'on remplace te linut du côté 
par le tinut de l'angle opposé. 

65. Les équations de l'article 63 se Eimplifient encore, si, A la 
supposition du concours des transversales , on ajoate celle du 
passage de chacune d'elles par un des sommets du triangle , 
ainsi que l'indique lafig. 11. 

En ce cas particulier , 

i = f = sin. VA sin. VB sin. VC ; 
d'où résulte : n ^ A ; 



n est également clair que 

i" = £' = sin. BD sio. CE sin. AF ; 
t'" =: V = sin. CD sin. AE sin. BF ; 
n = sin. BAD sin. CBE sin. ACF ; 
A :=: sin. DAC sin. EBA sin. FCB. 

Donc : 

Si dé* tommel* des angles d'un triangle spkérigue quelconque 
ABC (fig- i\) on mine de» trantoersalet, AU, BE, CF quipasient 
par un/Minf V, quelconque aussi, chaque transversale (le point V 
étant supposé dam tintérieur du triangle) divisera son angle en 
deux parties, et le côté oppoté en deux segments correspondants , de 
telle sorte que : 

I ." Faitant une catégorie de la première partie de chaque angle 
du triangle, toit de ^ partie de gauche , et une seconde catégorie de 
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la monde partie de» même» anglet, ou de la parité de droite; le pro- 
duit âei tinus des trois angles partiels de la première catégorie sera 
égal au produit des sinus des trots anglet de la seconde. 

i " 5i on sépare aussi en deux catégoriel pareilles, les six leg- 
m«m« des côtés , savoir, les segments de gauche et les segments de 
àroile, le produit des sinus des trois segments de gauche sera égal 
au produit des sinus des trois segments de droite. 

La réciproque de cbacuoe de ces deux proposilîoDS est vraie 
séparément i c'est-à-dire que : 

l." Si les angles d'un triangle sont partagés chacun par une 
transversale, de façon que les produits des sinus des angles partiels 
de gauche soit égal au produit des sinus des angles partiels de droite, 
les transversales concourent en un même point. 

%" Ces transversales sont également concourantes quand elles 
coupent les cités opposés , de façon que le produit des sinus des 
segmenté de gauche soit égal au produit des sinus des segments de 
droite. N. B. Celte seconde propriété suppose la première, 
comme la première suppose la sei-onde. Nous aJoDterons que le 
théorème s'applique au cas d'un point de concours extérieur au 
trian{;le, moyeunaut quelques modiBcalious dans l'énoncé. 

La vérité àe ces réciproques résulte de la nature même des 
équations {{ui ont servi à prouver la proposition direcle. 

En efîet, appelant A', B', C les portions de gaucbe des angtes 
A, B, C, l'équation n = a pourra se mettre sous la forme : 

Sin, A'sin. B'sin.C =sin, {A— A')9in,(B— II' sin.i.G— C), 

i»u mieux encore sous celle-ci : 

sin. [C — C) sin. A' sin. IC 

sin. C' ~ ~ sin. (A— A') sin. (B— B') ' 

DoDc , si , des transversales données , on ne prend que les deux 
premières, celles qui partagent les angles A et B, et que, par leur 
point de concours et le point C) on en fassepasser une troisième, 
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celle tromëœe triraverule aioBi construite ne saurait différer 
de la troisième transversale donnée ; car, pour l'un comnie pour 
l'autre, on aura la même valeur de 

sin. (C — C) 
sio. C 

quantité dans laquelle il n'j a d'indéterminé que l'angle C. Donc 
les trois transversales sont concourantes. On prouverait de même 
que la seconde proposition réciproque est le résultat nécessaire 
de l'égalité du produit des anus des segments de gauche des 
Irois côtés, c'esl-à-dire des sinus de a', V, <^, et des sinus des 
segments de droite, a — a',b — lf, c — e. 

La proposition dont nous nous occupons , et qui n'est qu'un 
cas particulier des précédentes, n'est cependant pas dépourvue de 
généralité. Elle peut donner lieu à de nombreuses applications. 

lien résulte, par exemple, que It» fransvenales qui divisent 
les angles d'un triangle en deux parties égales t« rencontrent en un 
mime point. Nous le savions déjà ; car ce sont celles qui passent 
par le pAle du cerrle inscrit. 

Il en est de même des tramversales quijo-gnent les commets (fun 
triangle avec les milieux des côtés opposés. 

Nous sommes certains, parle théorème précédent, que ces 
■rois transversales se rencontrent aussi i-n on même point Pour 
ce cas particulier, il ; a une autre propriélé qui se joint à celle- 
là : C'est que les sinus des portions d'un même angle sont pro- 
portionnels aux sinus des deux autres angles pris respeclivemeol 
du même côté. En effet , appelant A' et A — A' les portions du 
premier angle ; B , C , les autres angles , pris respectivement du 
cOté de A' et du côté de A — A' ; t , la transversale qui joint le 
sommet A et le milieu du cOté opposé a; nous aurons: 

siu. A' siii. 1/2 a _ sin. (A~A') 
sin. B sin. ( sin. C 
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66. Les franEversales abaissées des soramels du triangle 
perpendiculaireinenl sur les eûtes oppou^s se trouvent encore 
comprises dans le cas de l'article précédent , et , par consé- 
quent, elles ge coupent aussi en un même point. En effet , 
regardant AD(fig. 11] comme perpendiculaire sur BC, BE 
sarAC, et CF sur AB , nous avons nécessairement 

tang. B 
lang. f, ' 
lang. C _ 
tang. A ' 
(ang. A 
sin. c' 'ing. B ' 

e(, en multipliant par ordre, 
Sin. a' sin. 6' sin. c' = sio- {a— o'jsin. [b—b'] sio. \c — c'). 

<'eUe équation suffit pour prouver que les trois transverialeg 
wnt roncouraoles , et donne immédiatement: 

Sin.A'sin.B*sin.C'=sio. (A— A')sin. (B— B") s»" (C-C). 

Hais le cas dont nous nous occupons ici présente uno 
parlicularilé de plus- De ce que les angles D, E, F, sont 
droits, résulte l'équation suivante, qui diffère de l'avaot- 
derniërt^ en ce que les sinus sont remplacés par des cosinus : 

1^08. a' COS. b'cos.c' =cos. (a— a')cos. ^6— 6')cos. (c— c'). 

En effet, cette équation est le produit de la multiplication de 

COS. a' C08. e , . . 

■ — : r = pai" deux équations analogues. 

tns.(o— a') COS. 6 ^ ° 

Finalemcnl, par la combinaison de l'équation rC-sultanle, en 
cosinus, et de l'équation semblable, en sinus, on arrivera ù celle- 
ci, où les sinus et les cosinos sont remplacés par des tangentes : 

Tang.a'lang. b' (ang. e'^ tang. (a a'] lang. (&—(') (ang. {c~-e'i. 
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Les angles partiels A',B',G', donneot des éqaalions aoalo^ 
gués, car 

COS. (A — A') tang. h . co§. (B— B') laDg. c . co8.[C — C') lang. i 

COS. A' tang. c cos. B' tang. a cas. C tang. i 

d'où rësulle 
Cos. A' COS. B' COS. C = cos. (A— A') cos. [B— B') cos. (C— C) , 

équation dont la combinaison avec l'équation du même genre 
en sinus , que nous avons dcjà , produit celle-ci : 

Tang A' tang, B'tangC = lang. (A— A') tang.'{B— B') tang. (C— 

La maniëie dont les transversales se coupent entr'elles pré- 
sente aussi quelques propriétés qui méritent d'èlre mention- 
nées. 

Désignant par p, q, r, les trois transversales perpendiculaires 
AD, BE, CF, p't î". t^. leurs parties supérieures AV, BV, 
CV , el . enfin, par p — p' , q — q' , r — r', leurs parties 
inférieures DV, EV, FV, 

nous aurons : 

sin.p siu, 6 

-: ^- — , ou sin.p sin. a ^ siri. u SM. o ; 

sin.9 sin.a 

et , par suite , en vertu de l'analogie , 

1 1 1 

Sin.t):sin.a :sm. r :: -: : -: ; -: ::coséc.a:coséc. 6:cosi'cc 

sm.a sm. 1^ sin.i^ 

Nous aurons encore : 

cos. p' COS. e' COS. b 



COS. 3 COS. le— c ) COS.i 

et , par suite , 

COS. 1»* : cos. g' : COS. / :: 



, DU COS. aCOS.p = 
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EoGd , de c« que 

COS. (p — p') COS. 6' COS. a COS. p 

COS. (g— g") COS. (a— o') cos. 6 cos. g 
>u 

COS. [p — p') COS. [q — q') 



C09. p COS. q COS. r 

COS. p' COS. ip—p') COS. q' cos. (q—q"^ cos, r* cos. [r—r') . 
CDS. p cos. q COS. r 

(.p'c08.(p— p'j:C0S.^'C0S.((^ — y'): COS. f* COS.(l*— t^j :: COS p : COS. 9:008 r, 

Nous récapituler on 8 les priDcipales propiiélés que nous venons 
lié trouver , dans l'éaoDcé suivant : 

Si , des sommets d'un triangle sphérique quelconque , sont 
abaissées trois perpendiculaires sphiriquei sur les côtés opposés : 

1 ■" Ces trois perpendiculaires passeront par un mime point ; 

2.'* Elles partageront les angles des sommets desquels elles 
parlent , et les côtés opposés , chacun en deux parties ou segments 
tels que, si on fait une catégorie des anghs partiels ou des 
ifgments de gauche , et une catégorie des angles partiels ou des 
segments de droite , le produit , non seulement des trois situts , 
mais aussi le produit des trou cosinus comme celui des trois 
tangentes des angles partiels , ou des segments de la première 
catégorie , sera respectivement égal au produit des sinus, cosinus 
ou tangentes de la seconde catégorie ; 

3.0 Les sinus des perpendiculaires seront inversement propor- 
Monnels aux sinus des côtés sur lesquels elles tombent; 

4." Les cosinus de leurs parties supérieures seront inverse- 
ment proportionnels aux cnsinus det mimes côtés; 
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5." Le» produiti de» co»inui dei deux parîiet de chaqve p«r- 
pendiculaire ttront direclemetU proporlionneh aux coiinnê det 
perpeniiculairei entièret. 

Pour que la réciproque de ce théorème fût vraie . il ha- 
ilraît la rt'uDion de Iroia équations de relalioD indépendantes, 
afin de déterminer l'exlrémilé des transversales î leurs points 
de départ étant déterminés et connus, puisque ce sont les 
sommets du triangle donné. 
Or, les trois équations 

sin. a'sin. fr'sin. c' = siu.(a— a';sin. (fr— 6']sia. {e—c') , 

COS. a' COS. 6' COS. c' := DOS [a - a') cos, [6~6'j cos, [c — c') , 

tang.a'tang. 6'tan{;. (:'= lang.{a— a') tang. (6— 6'j taog.(c — c'J, 

n'en font en réalité que dens; la troisième étant donnée par 
les deux autres. 
Mais les Iroi^ suivantes. 



, |6 — 6') COS, c 



COS. [c — e'\ COS. a 
COS. e' COS. b 

qui résnllent de la perpondicularlté des transversales , suflî- 
sent pour assurer la réciproque -, car les trois points de division 
se trouvent alors délcrmiRés séparément par les valeurs de 
a', b', c'. 

67. La généralité du triangle sphérique , lorsqu'on le com- 
pare au triangle reclilîgne , fait que la démonstration pré- 
cédente comprend implicitement le cas de celui-ci , ainsi 
que nous l'avons (aiX remarquer dans l 'avant-propos. 
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Il va saus dire aussi que les propriétés ci-dessus s'applîquflat 
de tout poiot i l'angloide triangulaire; nngloïde dont les 
parties sont toujours exactement représentées par les parties 
analogues du triangle spbérique. Il est donc prouvé , entr'antres 
choses , que 

Longue troi$ lignet panent par un même point, de mamére à 
former ht arilet (Tun angle triidre, le» trot» plant menit par 
chacune d'elle» perpendiculairement au plan de» deux autre» te 
coupent toujour» tuivant une même ligne droite. 

On voit que la considération des quantités trigonomélriques 
conduit assez facilement à la démonstration de cette partie du 
Ihéorëoie, bien que le résultat en soit indépendant. Cependant , 
comme on pourrait désirer une démonstration également indé- 
pendante de ces quantités , et , par cela même , plus élémen- 
taire , nous allons j consacrer quelques lignes. 

Afin d'éviter l'emploi des proportions, nous l'appuierons sur le 
théorème suivant, qui a lui-même assez d'importance et de sim- 
plicité pour prendre place (tans les éléments de géométrie. 

Lor»que trtni »phèrM »t pénètrent mutuellement; priteideuxà 
deux, ellet ont pour intertection un cercle dont le plan est perpen- 
dieiàaireàla ligne droite qui joint leuri centre», et, par contéguenl, 
perpendiculaire aut»i au plan de» centre» det troi» tphiret. De 
plu», le» troi» plant, ainti définit, et gui tont donnât par le» Irait 
eombinaitone différentet det iphirt» , te coupent entr'eux «uinanf 
une mime ligne droite f). En eiTet, la circonférence d'intersection 
des surfaces des deux premières sphères coupe, en général , la 
troisième sphère en deux points, lesquels sont les seuls qui 
appartiennent aux trois surfaces sphériques , et par conséquent 
appartiennent aux deux intersections de la troisième combinée 



(*) On peul TDir diven thiorèniai de ce gtor* , reUliCi ai 
icTKctioD iei spMm, dam notre miaioin it i Si5 i^i cité. 
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avec les deux premières. En no mot , il est clair , par cette re- 
marque , que les trois circonférences d'intersection se coupent 
aux deux mêmes points , et leurs plans , par conséquent, suivant 
une même ligne droite perpendiculaire au plan des centres des 
trois sphères. 

^:f ;Nous venons de dire que les choses se passent ainsi en 
général. Effectivement, la circonférence d'inlerseition de deux 
sphères ne rencontre pas toujours la troisième sphère , ni , par 
conséquent , les deux aulres circonférences. Mais les plans de 
ces trois circonférences n'en sont pas moins concourants , tout 
en se coupant en dehors des sphères. Cela résulte de la loi de 
GOutînuilé, qui veut que de l'intersection réelle on passe par 
degrés au simple contact, et du contact à l'intersection ima- 
ginaire , laquelle donne naissance à certaines quantités imagi- 
naires , tandis que d'autres quantités restent réelles et finies. 
Telles sont les distances des plans des trois circonférences aux 
centres des sphères. Il est facile de s'assurer que ces distances 
ne varient pas avec les rayons des sphères, si les différences des 
carrés de ces rayons sont constantes ; les centres des sphères 
étant , d'ailleurs, supposés Gxes. On peut, sans changer la po- 
sition des trois plans , passer de l'intersection réelle des circon- 
férences à leur intersection imaginaire , et réciproquement , au 
moyen de la variation dont nous venons d'indiquer la loi. Le 
concours des trois plans est donc indépendant de l'intersection 
réelle des circonférences. Il a lien dans tous les cas. 

Soit RiaïnleDant un triangle rectîligne LMN quelconque (*]. 
Si nous prenons les cAtés de ce triangle pour diamètres d'autant 
de sphères , nous verrons : 1 ." Que les trois plans d'intersection 
des sphères combinées deux à deux , passeront chacun par un 
des sommets du triangle , et > de plus , seront perpendiculaires 
sur les cAtés opposés , chacun d chacun ; 2." que leurs traces 

(*) Nom EiayoDi inulilc d'accompagoci cetlc démonitntiou de 1* figun qu'elle 
suppose. Le lecleiir peul d'tiHïuri facilam^Dl 1» cooslruirc «nr nos indkntioni. 
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sur le plan LMN seront les irois transversales recliligoes et 
perpendiculaires abaissées des sommets du (riaiigle sur les cAtés 
respectivement opposés; 3.° que ces trois plans étant concou- 
rants , leurs traces seront elles-mêmes concourantes. 

Ce théorème ainsi démontré pour les figures rectiligoes, il est 
focile de l'étendre â l'angloïde triangulaire. Soit OABC cet 
angloïde [que l'on peut toujours supposer placé au centre 
d'une sphère , et répondant à un triangle sphérique ABC). Soit 
OV la ligne droite (ou le rayon) servant d'intersection à deux 
plans AOn , AOE menés des deux premières arêtes OA , OB , 
respectivement et perpendiculairement sur les faces opposées 
BOC, GOA. Par le point V, menons un plan LHN perpendicu- 
laire & OV (plan évidemmeot tangent A la sphère au point V). 
Ce plan LMN sera perpendiculaire aux plans AOD , AOE, puis- 
qu'il l'est à leur intersection OV. 

Cela posé , appelant L , M , N les points d'intersection du 
plan LMN avec les arêtes OA, OB, OC, et^ par suite, LM, 
HN, NL Bes traces sur les faces AOB, BOC, COA de l'angloïde ; 
appelant enfin LP, MQ ses traces sur les plans AOD, BOE, 
il est clair que le plan AOD , perpendiculaire & la fois aux 
plans LMN et BOC , le sera à leur inlerseclion MN , et que, 
par semblable raison , le plan AOE sera perpendiculaire k 
NL; d'où il résulte que dans le triangle LMN, les droites 
LP , MQ , seront les deux transversales abaissées des sommets 
L, M, perpendiculairement aux côtés opposés, lesquelles 
transversales se coupent au point V. Donc , d'après la pro- 
position qui précède , la troisième transversale , c'est-â-dire 
la perpendiculaire abaissée du point N sur LM passera 
par le môme point V ; et par conséquent , le plan mené 
par la troisième arête , OC , perpendiculairement A la face 
opposée, BOA, passera par l'inlerseclion OV des plans ana- 
logues menés par les arêtes OA , OB : c'est-à-dire que les 
trois plans seront concourants. 
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68. Pour coonallre les restrictions qu'il faal apporter à la 
réciproque du théofëme de l'article précédent, examinons 
d'tibord le cas le plus général des trois transversales DP , EQ, 
FR, perpendiculaires aux côtés BC, CA, AB (Gg. 13). 

Cette bypothëse nous conduit aux équations suivantes : 

siu. B sin. DP sin. CL 

sïnr."c ~ siînÏL ' sinTÎ^ ) 

laquelle , multipliée par ses deux analogues , produit cette 
équation résultante : 

sin. DP sin. EQ sin. FB _ sin. BP sin. CQ sin. AB , 
sin. DL«n. EM sin. Fi\ ~~ sio. CL sin. AM sin. BN ' 

COS. B _ tang.BD tang. CL 

coT.'C ~ ting. CD ' tang. BP ' 

laquelle , par la mén^e méthode, produit 

lang. BD lang. CE tang. AF _ tang. BP tang. CQ lang. AK ^ 
tang. CD tang. AE tang. Bf ~ tang. CL tang. AM lang. BN ' 

tang. B _ Ung. DP sin. CD 
tang, C ~ tang. DL * siôTËD ' 
et , par suile , 

tang. DP tang- EQ tang. FR _ sin. BD sin. CE sin. AF _ 
tang. DL tang. EM tuDg FN ~ sin. CD sin. AE sin. BF > 

COS. BD COS. P sin. C 
COS. CD "~ co§.T BÏiir~B ' 

et , par suite , 

COS. BD cos- CE COS. AF cos. P cos. Q cos. R 
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COS. DP 
cos.DL 


cos. B sin. L 


co». C sin. P ' 


d'où risalte 




COS. DP COS. EQ I 


[Os.FR sio. LslD.Msio. >' . 


COS. DLCOS.EMCO». FN sin. P .in. Q sio. R ' 


6o îîiiE 
COS. CL 


col. B col. P 


cot. Ccol. L ' 


d'où résulte 




co». BP COS. CQ COS. 


AU lang. L UDg. M Ung. ^ 


COS. CL COS. AM cos 


. B.V tang. P lang. Q tang. R * 



69. Lorsque les trois transversale! sont coDCOuraotes en 
iiiéme temps que perpendiculaires [fig. 14) I on a, eo repré- 
sentant les segments BD, CE et AF, par a' , h' et e': 





vc 


= 


COS. [a 


-.') 


cos. 


COS. 


a' 


cos. 


VA 




COS. (t 


-»■) 


cos, 


.VU 




COS. 




COS. 
COS. 


VB 
VA 


= 


COS. [c. 
COS. 


-^^ 



et t psr conséquent , 

cos. (a— a") COS. (6— ft') cos. [c—i^] . 

COS. O' COS. 6' COS. c* ' 

ou 

COS. (a— a') COS. (6 — b') cos. (c — c') ^ cos. a' cos. b' cos. c'. 

La réciproque de celte proposition est vraie , c'est-à-dire 
que: 

Si on partage le» côtéi d'un triangle iphériqut ABC chacun 
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tu deux tegments , de MU torle que le produit d«t coiinu* det 
itgmenti de gauche toit ^gal au produit det eotinui des êegme»tt 
de droite , et qu'miutie on ilive dei perpendiculaires lur ht côté* 
du triangle , auxpointtde divieion ïi,E,¥ , cet perpendicutairet 
te rencontreront en un même point V. 

De plut , »i OH fait deux catégories det anglei qve chaque 
perpendiculaire forme avec lu deux eitit qui lui tant oblique», 
le produit det cotinui det angle» d'une catégorie tera toujours 
égal au produit des catinui des angles d* fautre eatigarie. 

Pour le prouver , élevouB d'abord les deux perpendiculaires 
DV, EV, et appelons V leur point de rencontre. Enfin , lirons 
la Iransversale VF, ignorant si elle est ou n'est par perpen- 
diculaire sur AB. 

Les deux premières transversales DV, EV, étant perpendi- 
cuiuires , donneront 



cos.BD cos.BV co8.CE 
COS. CD ~~ COS. CV ) C08.AF. 


COS. CV . 
cos.ÀV' 


ais , par hypothèse , 




COS. BD COS. CE COS. BF 
COS. CD COS. AE COS. AF 




Donc 

COS. BF cos.BV 
C08.AF coB.AV 





Donc la troisième transversale est également perpendiculaire 
sur le Iroisième cAtô (52). 

Dans cette même supposition de trois transversales per- 
pendiculaires VD, VE , VF, on a (2S j les quatre équations 
suivantes : 
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COS. P COS. L 

- — - = C08. BO ; - — - — COS. CD. 
siD. R sin. C 

Les deux équations de la première ligne combinées i 
Ij'clleii produisent celle-ci : 

COS. DP cos B sin. L 



cos.DL COS. C sin, P i 

laquelle) mullipliée par ses deux analogues (relativement aux 
autres transversales] conduit à. 

COS. DP COS. EQ COS. FR \ 

cos.DLcos. EMcosTfN " * 

Enfin . les deux dernières de» quatre équations susdites 
donnent : 

COS. P ros. BD sin. B 

COS. L COS. CD sin. C 

et au moyen de deux équations analogues , la résuttante : 

COS. P cos. Q COS. R 

COS. L COS. M cos. N ~ ' 
qui exprime la seconde partie de la proposition réciproiue , et 
peut aussi se tirer de la quatrième équation de l'article précédent. 

70. De la première partie de la méroe réciproque résulte une 
démonstration complète du concours des plans des trots cercles 
d'intersection des trois sphères, dont il a été question plus 
haut (67). 

71 . Désignant toujours par a, b, e, les cdtés BC, GA, AB ( 6g. 
1 4), et par a', b', c' leurs premiers segments BD , CE , AF ; sup- 
posons que ces quantités soient liées par les trois équations sui- 
vantes : 

Sin, a' sin b' sin. c' ^sin. (a — a') sin. (é — 6') sin. (c — c'); 
Cos. a' cos. b' cos, c' = cos, [a— a') cos. (6 — b') cos. (c — c") ; 
Tang. a' tans- *' l^Dg. c' = lang.(a— o') tang. {b—b'] lang. (c— c') ; 
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(el pour celu , nous savons qu'il suffit d'en supposer deux ; la 
la iroisiëme résultant dm deux autres.) 

En vertu de la première de ces équations , les transversales 
qu'on tirerait de A en D , de B eu E , de C en F , seraient cod- 
couranles (fi^. i4)et, en désignant par A', B', C, les angles 
partiels DAB, EBC , FCA , on aurait aussi : 

Sin. A'sin. B.sin C' = 8in. (A -A') sin. ( B— Fjsin. (C— C). 

Mais comme, en vertu de la deuxième équation proposée, les 
perpendiculaires DP , EQ , FR , élevées snr les cdtéG du triangle 
ABC , sonL également concourantes; si nous nous altachons plus 
particulièrement A cette seconde coosiruclion, et que nous dési- 
gnions par p. 9, r,i, m, w, les lignes DP, EQ.FB, DL, EM, FN; 
par A", B", C, les angles partiels VAB , VBC , VCA ; et , enfin , 
par V, V",V"',V,V, V", les six angles BVD, DVC, CVE, 
EVA, AVF, FVB, dont le sommet commun est au point de con- 
cours , V, des perpendiculaires ; 
nous aurons , d'abord , Téquation double 



tang p Ung. g tang. r 



lang. A tang. B langX 



sin. a'sin. b' sin. 

tang. /tang. m tang. n 
sin. {a—a") sin. (b—b') siu. {e — c') 
que la première des équations proposées réduira A 

tang. ]> tang. q tang. r := tang. l tang. m tang. n. 
Nous aurons ensuite, 

COS. L COS. M COS. 1 



COS. a' COS. 0' COS. c' cos.[a — (r ) cos.(o — b") cos, (c— 

que la seconde des équations proposées réduiia à 

COS. Pcos. Qcos.K. ^ COS. L cos. M cos. N- 
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Enfin nous aarons , par les proches d^A emploj'és : 

Sin. V sin. V" sin. V"" = bïd. V sin. V" sio. V" ; 

Cos. V COB. V" C08. V = COS. V COS. V" COS. V" ; 

TflDg. V tang. V"' tang.V'' = lang. V Uog. V' tang \" 



Sin. Â"rin.B''8in.C" = 8iD. (A— A") gin. (B— B")»!». (G— C"}; 

Co».A''co8.B''cos. C" = COB. (A— A") cos. (B— B*) cos. (C— C") ; 

T»Dg. A" tang. B" lang. C" = lang. (A— A") tang. (B— B") tang. (C— C"); 

équations qui nous apprennent que les tranaversaleH menées du 
point V aux eommels du triangle ABC , en partagent les angles 
de la même manitïre que les perpendiculaires abaissées du mAme 
point V sur les côtés , partagent ceux-ci. En d'autres termes , 
que, pour les angles partiels , on a l'égalité des produits des deux 
catégories de sinus, celle des produits des deux catégories de 
cosinus , et celle des produits des deas catégories de tangentes. 

Réciproquement , lorsque les angles A, B, C, seront dirisés de 
manière A donner les trois équations ci-dessus, en A", B", G", 
on prouvera qu'il en résulte les mêmes relations entre les six 
angles rénnis au point de concours V, et , par suite , entre les 
segments a', b', c', etc., déterminés sur les cAlés par les trois 
perpendiculaires abaissées du point V. 

En général, ces (rois perpendiculaires Vl>, VE, VF ne sont pas 
les prolongements des trois transversales VA,VB,VC,menéesaux 
sommets des angles. Mais si celles-ci ne sont pas perpendiculaires 
sur les cOtés du triangle ABC, elles le sont, du moins, sur les cA- 
lésdu triangle supplémentaire , puisqu'elles passent par les points 
A,B, C, qui en sont lespAles. Béciproquemont , les perpendicu- 
laires du premier triangle passent par les sommets du second. 
D'où résulte , tant pour les angles partiels de ce second triangle 
que pour les segments de ses côtés , trois équations analogues & 
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celles desangles et des câtiis du premier triangle. Elles découleal, 
en effet , nfilurelIemeDt de celles des six angles réuais ea V. 
Uais en y regardant de plus prbs , on verra que les segments des 
côtés du second triangle ( nous parlons des segments délernainés 
par les transversales perpendiculaires aux cAtés de ce second 
triangle et obliques â ceux du premier) sont les compléments des 
parties des angles correspondants du triangle primitif; les seg- 
ments étant toutefois placés dans l'ordre inverse. Eu effet, si 
l'on a bien compris le théorème du triangle nipplémentaire , on 
aura remarqué que chacun de ses cOtés , par exemple celui qui 
est opposé à l'angle A dn triangle primitif, et que nous désigne- 
rons par p , est divisé en trois segments par les deux côtés qui 
conoprennent l'angle A ; que de ces trois segments, celui du 
milieu mesure A = 180° — p; enfin, que les deux segments 
exirémes sont égaux, et mesurent, chacun, 90" — A^p — 90**. 
Or, il est évident que toute transversale partant du sommet A 
partage le segment du milieu , exactement comme elle partage 
l'aogleA, c'est-à-dire en deux parties que nous désignerons par 
A' el A — A'. Ajoutant de part et d'autre te segment exlrénoe , 
90*— A , on trouvera 90« — (A — A') et 90» — A', pour les deux 
segments dans lesquels la transversale partage le côté entier , p. 

Il eu résulte que si les trois transversales divisent les angles 
du triangle proposé de manière à donner seulement l'égalité 
eutre les produits des cosinus, elles divisent les côtés du triangle 
supplémentaire de manière que l'égalité se retrouve entre les 
produits do sinus ; si au contraire , dans le premier cas , l'égalité 
est entre les sinus , elle est entre les cosinus dans le second . 

72. Soient D, E, F, (fig. 11] iei pieds de troit fratuversatei AD, 
BE , CF, divitant lei côtés du triangle ABC de telle sorte qw h 
produit des sinus des segments de gauche soit égal au produit des 
sinui des segments de droite ; li nous prenons les points D , E , F, 
pour les sommeil d un second triangle, ayant ses côtés coupés res- 
pectivement par les mêmes transversales, aux points H, I , K ; «i 
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nous prénom , eniuitt , Im points H, l, Kpour let tommet» d'un 
Iroitième triangle, ayant tet côtés coupéienL, ta, îi,par les mimes 
Irantversalea AD, BE, CF, et ainsi de évite; ces triangles suceessif 
l)£F, UIK, LMN, etc., qui forment ainsi une série décroinante, 
jouiront de ces propriétés commun» ; 

I." Le produit des sinvs des segments de gauche des côtés, relative- 
ment aux tnaetersales AD , BE , GF, sera égal au produit des 
sinus âet segments de droite ; 

2.0 Le produit des sinus des portions de gauche des angle», rela- 
tivement aux mémet transversales , sera égal au produit des n'niu 
itsporlions de droite ; 

3." Let angles d'incidence que chaque côté d'un triangle fait avec 
itux cités du triangle qui le précède ou le suit immédiatement dans 
la i4rie, étant aussi classés par catégories, relativement aux mimes 
transversales, le produit des sinus des trois angles d'incidence de 
gauche sera égal au produit des sinus des trois angles d'incidence 
de droite. 

En effet, il résulte de ta relation donnée entre les segmenta des 
cAtésdu triangle piimilif, que les transversales BontcoDcourant es; 
et comme par , construction , ces mêmes transversales passent 
par les sommets de tous les triangles successifs de la série dé- 
croissante, elles couperont leurs angles et leurs cOtés de manière 
que les angles partiels et les segments des cdlésde chacun d'eux 
jouiront des deux premières propriétés énoncées ci-dessus, comme 
les angles et les segments du triangle primitif lui-même. 

Quant â la troisième propriété , on peut la démontrer de la 
manière suivante : 

Appelant 

D l'angle FDE ; E l'angle DEF -, F l'angle EFD 
D' l'angle EDA i E' » FEB ; F' » DFC 
D"l'angleBDF; E" o CED; F" » AFE 
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dJùgnaat par p, q, r. les (ransversalea AD, BE , CF, et, de plus, 
par d le cAté entier EF, par d' bod premier «egment EH ; et ainsi 
de anite ; appeUot enfin comme précédemment , A l'angle entier 
BAC du trîsDgIe primitif , et A' la première partie , BAD, de cel 
angle , etc. 



NouB aurons : 



sin. (A — A') gin. F" 



«n. (d—d') BÏn. A' Bio. (E-t-E") ' 

en nouB contentant d'écrire sin. (E + E*) pour le sinus de l'augle 
FEA , qui est égal au sinus de son supplément FEC ^ E -i- E". 
Multipliant l'équation ct-desens par ses deui analogues , nous 
arriverons A cette résultante 

sin. !>" gin. E" sin. F" 



sin. (D+D'O sin. (E^E"} sin. (F-t-F'O " 



qui exprime la troigiâme proposition. 

Les triangles FEB , FCB nous fournissent ces autres relations : 

sio.(i;— c^ sin.} . gin. (c— c') sin. r . 

gin. E' ~ IÏÎTf^ ' sin.(C— C'} ~ sïnli ' 



d'où résulte l'équation 



sin.r gin. F" 



sin. (C-C) sin.q gin. B ' 

laquelle , multipliée par ses deux analogues , produit 

sin. D* sii i. E' sin . F' _ sin. D" gin. E" gin- F" 
sin. A' sin. B' sin. G' sin. A sin. B sin. C 
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On aurait de mAme , pour le triangle HIK , 

sin. H' s:d. 1' sîd. K' un. H' sia. 1" sin. K" 



sÏD. n' sin. E' sia. F' sin. D sin. E sin. F 

et ainsi de suite. 

73. Trois transversales AD, BE, CF, qui se renconlrent en un 
point V (6g. 11] étant données, avec le petit triangle DEF, dont 
leurs pieds sont les sommets, nong savons déjà qneles c6tés de ce 
petit triangle seront partagés aux points H, T, K, par les trans- 
versales, en deus catégories de segments dont les sinus donne- 
ront un produit égal. Mais il y a plus : c'est que si on suppose 
un second système de transversales concourantes AX , BY, CZ , 
partant, comme les premières , des sommets du grand triangle 
ABC, ces nouvelles transversales diviseront les côtés du petit 
triangle donné DEF en deui nouvelles catégories de segments , 
qui jouiront de la même propriété que les deux premières. 

En effet, appelant W le point de concours des nouvelles 
transversales, et H', I', K', les nouveaux points de division qui 
remplacent respectivement H, I, K, on aura d'abord, en compa- 
rant les deus transversales AD, AX, d'une manière générale : 

SÎD. FHsin. AE _ sin. HAF _ sin.BDsin. AC . 
«n. EH sin. AF ~ siurîîÂR "" sin. CD sin. AB ' 

sin. Fir sio. AE sin. H'AF sin. BX sin. AC , 



sin. EH' sifl. AF sin. H'AE sin. CX sin. AB ' 

et, par conséquent , 

sin. FH' sin. EH _ sin. BX sin. CD 
sin. EH' ' sin^FH ~ sin. CX ' riir"ÛD ' 

^nation qui en fournit deux autres auBlogoes, Multipliant ces 
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trois équations membre A membre, et obserTaol que la condition 
du concours des (ransTersales AD , BE.CF, enV, et celle du 
concours des transTersales AX , BY , CZ, en W, supposent 



•in. 


.CD .in. 


ACsin 


. BF 


gin. 


BD lin. 


CE sin. 


AF 


■in. 


EUlin. 


FI sin. 


DK 


lin. 


FHsin. 


DI sin. 


EK 


•in 


. BX sin 


. CV sin. AZ 



I. GX sin. AV si 
on arrivera h celte résultante : 
sin.FH'sin.llI'B 



sin. EH' sin. FI' sin. DK' ~ ' 

ou 

sin FH'gin.Dl'gin.£K' = sin. EH' sin. FI' sin. DK' , 

comme nous l'avons annoncé. 

Nous n'avons pas besoin de faira observer que ce thorëme 
s'applique sans difficulté au triangle rectiligne. 
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Emploi des deux tables dans la résoltuion de ^vers 
problêmes daslronomie usuelle , de gnomonique et de 
géographie. 



74- L'application des deus tables suivanles à certains calculs 
d'astronomie et de gnomomique s'offre d'elle-même. Ainsi . la 
seconde se trouve être , i la foisi une table des angles horaires 
d'uD cadran solaire quelconque, et une table des heures du lever 
ou du coucher du soleil pour toutes les latitudes et tous les 
jours de l'année. Nous ne pouvions éviter ce nouveau sujet d'é- 
ladf s , ni renvoyer le lecteur aux traités d'astronomie , pour 
des problèmes qui n'eiigent que les notions les plus élé- 
mentaires de cette science. Nous n'avons pas besoin d'ajouter 
que nous ne nous y arrêterons qu'autant qu'il le faudra pour 
l'usage de nos tables. 

Un grand nombre de ces problèmes ne présentent en réalité 
d'autre difficulté que celle d'un changement de coordonnées 
sphériques. Ainsi , la position d'un astre peut , pour chaque 
observateur , être rapportée à un système de plans verticaux , 
c'est-à-dire de plans ayant une intersection commune : la verti- 
cale du lieu de l'observation. Alors , cette position est censée 
déterminée l.o par Vaîimuth ou l'angle dièdre que le plan ver- 
tical passant par le centre de l'astre fait avec le plan du méri- 
dien, celui de ces plans verticaux qui est dirigé du nord au sud ; 
i." par la ditlance xinithale de l'astre ; le mot distance signifiant 
ici, non une distance Unéairo ou absolue, mais une distance angu- 
laire , un angle plan ; celui que le rayon visuel dirigé sur le 
centre de l'astre fait avec la verticale du lieu de l'observation. 
An lieu de la distance zénithale de l'astre on donne souvent sa 
hauttur au^Jessus de l'horison ; en ce cas , par la hauteur on 
entend aussi un angle : le complément de la distance zénithale. 
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D'un autre c6lé , la posilioo de l'astro est rapportée à un se- 
cond gyBtâme de plans coacouranls que oous appellerons égale- 
ment méridieus, ayant pour intergeclion commune l'axe de la 
terre ou da mouvement diurne. Dans ce systAme , les coordon- 
néessphériqaes sont : 1." faicemion droùe, ou l'angle que le mé- 
ridien de l'astre Ëail arec nn autre méridien, pris pour origine, 
et dont la position k l'égard du méridien du lieu de robservation 
et au moment de cette observation , est censée connue; â." par 
la diclinaiton comptée a partir de l'équateur céleste; ce qui est 
la même cbose que le complément de la dùtance polaire de 
l'astre; c'est-i-dire le complément de l'angle que le rayon visuel 
Eiil avec l'ase de la terre. 

Nous ne parlons pas d'un troisième système de plans concou- 
rants , dont l'axe est le diamètre perpendiculaire au plan de 
l'écliptique, parce que ce dernier système n'a pas d'emploi dans 
les questions qui nous occupent. 

Le premier système de coordonnées est propre aux obser- 
vations. Le second est celui auquel on rapporte l'ensemble des 
phénomènes célestes. 

Lorsqu'il s'agit de déduire des observations , la position ou la 
mouvement de l'astre relativement aux étoiles fixes , on passe 
du premier système de coordonnées au second ; mais, dans l'as- 
tronomie usuelle, le mouvement de l'astre étant connu d'avance, 
soit que l'on cbercbe l'heure ou la latitude du lieu d'après les 
hauteurs on les azimuths observés, soit que l'on veuille calculer la 
marche apparente de l'astre pour un tieu et pour une heure 
donnés , on passe du second au premier système. 

Dans ces problèmes , pour la facilité des calculs, on commence 
ordinairement par supposer le parallélisme parfait du rayon 
visuel et de la ligne droite qui joint le centre de la terre et le 
centre de l'astre ; c'est-ft-dire qu'onsuppose la terre réduite h uo 
point, ou l'astre placé i une dislance infinie. L'erreur , la petite 
différence angulaire qui en résnlte, et qu'on appelle la parallaxe, 



D,q,i,.cdbv Google 



1U( 1 
dépend évidemment de la dislaace de l'astre, de l'iaclinaison 
da rajron visuel sur le rayon terrestre et de la posilion du plan 
de l'angle affecté de l'erreur. Lorsque celte erreur est trop 
grande pour ôlre négligée , on en fait l'objet d'une correction 
postérieure. 

On suppose encore , pour la facilité du calcul , que la lumière 
qui vient de l'astre & notre œil suit une ligne parfaitement droite- 
ce qui n'est pas exact , surtout lorsque l'astre est observé près 
de l'horison : oo le voit plus haut sur l'horison qu'il n'est réelle- 
ment. Cette différence , due à la rifraetion de la lumière , fait 
l'objet d'une seconde correction. Les autres causes d'erreur 
sont trop peu importantes pour être mentionnées ici. 

Débarrassés de la parallaxe et de la ré&actioo , les problèmes 
dont nous avons à nous occuper nesont plus que divers cas de la 
résolution du triangle spbértque, et souvent, même, du triangle 
sphérique rectangle , ou du triangle sphèrique quadrantilatère. 
n est clair que , plaçant l'observateur au centre de la terre , rien 
n'empêche de supposer l'astre, le pdie céleste etle zénith tut 
une même surface sphérique d'un rayon indéterminé , dont le 
centre se confonde avec celui de la terre. C&t , ici , comme dans 
la trigonométrie sphérique , nous n'avons, en réalité , a me- 
surer , que des angles plans ou dièdres, et non des lignes ou des 
snr&ces. 

Soient donc [*) 

Z le zénith , 

A le centre de l'astre, 

P le pôle de l'équateur céleste ; celui des deux pôles qui est 
élevé sur l'horison : c'est-à-dire, le pûle boréal pour notre hémis- 
phère. Il est clair que l'arc ZA mesurera la dislance zénithale 



(•) L'eipiication sxivanle peut facilemcul M comprendre uni 1 



(•) L'eipiicatîon siiivanle peut facilemcul M i 
&gaK. On pourra, toutefois, U luiire >iii U fig. 



D,q,i,.cdbv Google 



[ 1*2 1 
de l'aslre , ou le complément de m hauteur , hauteur que nous 
reprâsentons par h. De sorte que ZA = 90* — h. 

De même , appelant d la déclioaigoD de l'aslre , ou sa dUlante 
angolaire à l'équateur céleste , et I la latitude du lieu , nous 
•oroDS 

PA = 90<>— d, 
ZP = 90<»-i. 

L'angle Z sera, pODrnous, le supplément de l'azimtit ; car il 
estd'usaKe de compter l'azimut A partir du point cardinal du sud. 

Enfin, l'augle P sera la difTérence d'ascension droite entre 
l'astre et le méridien du lieu, au moment de l'observation. 

Lorsque l'astre observé est le soleil, l'angle P, réduit en 
heures, exprime ce que l'on appelle Vheure vraie, pour l'obser- 
vateur, sTastre s'abaisse surl'horisoa, etie supplément de l'Anm 
vrai, s'il s'élève. Nous croyons dfvoirdéveloppercetledélïnition 

Supposons la surface de la terre divisée en vingt-quatre fu- 
seaux par vingt-quatre méridiens également espacés enlr'eus ; 
le premier de ces méridiens étant celui du lieu de l'observation 
(lieu que nous désignons par L], et les autres se suivant de 15** 
en le", dans le sens de la longitude; de façon que le 13.' méridien 
complète le grand cercle dont le premier n'est qu'une moitié; 
que le quartorziéme complète le deuxième, et ainsi de suile. 
On dit qu'il est midi vrai , pour le lieu L , lorsque le rayon vec- 
teur mené du centre de la terre au centre du soleil , passe par 
te premier de ces vîngl-quatre méridiens. 11 est successivement, 
une heure , deux heures , trois heures, etc., lorsque le même 
rayon-vecteur passe par le deuxième méridien , le troisième , le 
quatrième, etc., du côté de l'occident. Nous parlons toujours de 
l'heure comptée pour le lieu L ; car ce que nous disons d'un lieu 
s'appliquant à tout autre , il en résulte qu'à un instant donné, 
l'heure varie pour chaque lieu, en raison de sa longitude; qm, 
par exemple, s'il est midiaulieu L, il est onze heures du matin sur 
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tous les points du deuxième méridien , c'egt-i-dire du méridiea 
placé À l&o de longitude A l'occidenl de L; qu'il est dix heures 
seulement , à 30° à l'ouest de L ; et ainsi de suite. 

Chacun de ces fuseaux répond donc «i une heure de difEirenc? 
dans la manière de supputer le temps ; il se divise lui-même en 
soixante petits fuseaux répondant à une minute de temps; enfin 
chacun de ces fuseaux-minutes se divise A son tour eu soixante 
fuseaux d'une seconde de temps. 

Ainsi, comme nous l'avons dit dans la première partie, 

Une heure répond A 15° ; 

Une minute de temps A 15' de degré ; 

Une seconde de temps à 15" de degré. 

C'est par la différence d'heure que se calcule la longitude 
pour ta géographie et la navigation. On obtient la longitude, 
en comparant l'heuredu lieu où l'on se trouve avec l'heure 
d'un heu connu; heure que l'on a conservée au moyen d'une 
montre marine , ou que l'on trouve par l'observation de certains 
astres dont la marche est rapide, et donnée , d'ailleurs , par des 
tables dressées A l'avance. 

Le calcul de la latitude ne présente pas autant de difficultés 
que la longitude, puisqu'il n'exige que la hauteur méridienne 
d'un astre dont la déclinaison soit connue. 

Revenons au triangle ZPA. Nous avons fait voir que l'angle P 
était celui de l'heure , lorsque l'astre observé était le soleil. ï* 
désignerait le temps écoulé depuis le passage {lu méridien, ou le 
le temps qui doit s'écouler avant ce passage , si l'astre observé 
avait le même mouvement en ascension droite que le soleil; c'est- 
à-dire si, d'un passage au suivant, il conservait la même avance 
ou te même retard sur le soleil. Mais , dans le cas le plus général, 
il faut tenir compte de la dinërence de leurs mouvements pen- 
dant le temps désigné par P, ce qui se lait au moyen d'une pro- 
portion. 

Ces notions prélimioaires données;- nous allons passer aux 
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principaux problèmes dont la réMilutîon dépend de celle du 
Iriangle sphériqae ZPA. 

75. Trouver Vkevre P' du Itttr ou du coucher du toUil, la lati- 
tude, I , du lieu, et le jour étant donné»; ou bien, ta latitude, I, du 
lieu , et la décUnaiion, A , du toleil étant donnéei. 

Ces deux problèmes n'en font qu'na , parce que la déclinaison 
se trouve d'après le jour donné , et réciproquement. La décli- 
naison varie à la vérité, d'une année à la suivante ; mais c'est 
surLout à raison de ce que l'aDnée tropique excède de près 
d'uD quart dejour l'année civile ordinaire, et qu'il s'en &ut d'en- 
viron trois quarts de jour , qu'elle atteigne la longueur de 
l'année bissextile.La difTérence de déclinaison disparaît presqu'en- 
tiérement si on tient compte du déplacement de l'équinoxe. 
Par ce mot déplacement nous n'entendons pas le mouvement 
de précession qui s'opère dans le ciel (il ne peut être ques- 
tion ici de variations séculaires) mais seulement son change- 
ment de place dans le calendrier, où il revient à peu près à la 
même heure au bout de quatre ans. Quelques traités de gnomo- 
nique donnent celte déclinaison pour quatre années consécutives. 
Mais cela est tout à fait inutile , aujourd'hui que l'annuaire du 
bureau des longitudes est dans toutes les mains. La conversion 
est donc très- facile et nous pouvons , surtout , la supposer faite 
sans recourir aux formules ou aux tables fort compliquées au 
moyen desquelles on la calcule f|uelquefois , pour la solution 
des problèmes ci-dessus. 

Ce point accordé , il est facile de voir que le cOté ZA est égal 
au quadrant dans le cas du lever ou du coucher du soleil, et que 
l'angle P', correspondant & l'hjpoténnse du triangle supplémen- 
taire [devenu rectangle}, donne pour le lever comme pour le 
coucher : 

— coB, F = cot. PZ cot. PA = tang. l lang. d. 

Ainsi , l'angile P', compté à partir du cercle PZ, ou de midi, ne 
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convient à l'heare du coucher du soleil , comptée également à , 
partir de midi , que dans le casd'une déclinaison négative , on 
vers le pâle abaissé sous l'horisoa. 

La valeur de P' est au contraire l'heure du lever du soleil 
( laquelle se coraplo à partir de minuit] lorsque la déclinaison 
est positive , ou vers le pôle élevé ; ce qui, pour nous, a lieu 
depuis l'équinoxe du printemps jusqu'à l'équiDOne d'automne. 
La formule ci-dessus , appliquée a la table B , et prise en regar- 
dant comme positives toutes les quantités qui y figurent, est donc 
spécialement celle du lever soleil pendant cette période de 
temps; et, comme elle montre que le cosinus de l'heure est 
égal au produit de la tangente de la lalimde par la tangente de 
la déclinaison, il en résulte que l'heure P* se trouvera à l'échelle 
horisontale inférieure, si l'on prend le complément [90° — /) 
de la latitude à l'échelle verticale , et la déclinaison (d) â l'inté- 
rieur; ou bien, si l'on prend le complément (90*> — â) do la décli- 
naison à l'écbellc verticale , et la latitude (l) ii riolérieur; car 
le résultai de ces deux combinaisons est identique, ainsi que 
nous l'avons suffisamment expliqué. 

Pour donner un exemple de cet usage de notre seconde table, 
nou^ supposprons qu'il s'agisse de trouver les différentes heures 
du lever du soleil au Caire (ou plutôt d'un lieu situé à 30o de 
de latitude boréale j entre l'cquiuoxe du printemps cl l'équinoxe 
d'automne, l'renant à l'échelle verticale le chiffre de 60", com- 
plément du la latitude , les nombres de la colonne horisontale A 
laquelle ce ihiffre sert d'entrée , seront ceux de la déclinaison 
qui correspond a l'heure du lever , placée verticalement au- 
dessous, à l'échelle inférieurp, intitulée cosinu» en fteure«. Ainsi, 
en commençant par l'équinoxe du printemps , oii la déclinaison 
est nulle, et l'heure du leverégaleA VI, on trouvera les nombres 

o-ûig, riae, a^ass, T^n, l'iga, 5"i08, ti'022, 6°553,etc. 

placés en regard des heurts 
V"- 58n>, bd'o. H"". M'n, SO"!, 48'", 4ti'", M", etc. 
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Cela signifie que le soleil se lève à cinq lieiires cinquante-huit 
miDules , lorsqu'il atteint 0° 51' d/10 de dëclînaisoD, c'esl-â-dîre 
vers le 23 mars; l'époque pouvant varier d'un j»ur, selon la place 
que l'année occupe entre les bissextiles; qu'il se lève à cinq 
heures cinquante-sis minutes, lorsqu'il atteint la déclinaison de 
i" i3' 9/10 , ou vers le 25 mars ; qu'il se lève à cinq ht-ures cin- 
qu.inle-quatre miaules lorsqu'il a 2'' 35' 8/1 Ode déclinai son, c'est- 
à-dire le 26 on le 27 mars ; et ainsi de suite , jusqu'au solstice 
onan maximum de déclinaison, qui est de 23<* 27' 5/10environ, 
et qui répond à cinq heures une minute cinquante-huit secondes, 
pour cette même lulitude. 

Lorsque, le 23 mars, au moment du lever du soleil, lu décli- 
naison est inférieure ou supérieure a 51' 0/10, il faut faire à 
l'heure correspondante une correction su moyen des parties 
proportionnelles. 

On trouvera plus loin , la petite carreclion relative t la réfrac- 
tion et à la parallaxe. 

S'il s'agissait du lever de la lune on d'un autre astre, il 
ta'.idrait tenir compte de la diiTirrcnce iVascetision droite , rela- 
tivement au soleil, rn suivant les rég'es que nous avons déjà 
indiquées. 

76. Trouver l'heurt vraie, P", répondant , pour l'équaUur, à 
une hauteur donnée, h, du aoleit, et aune déclinaison, à, 
également donnée. 

Il est clair que , pour tout point de l'équateur terrestre , les 
jours et les nuits sont de douze heures en toute i^aison ; que tout 
astre qui aurait le tuème mouvement en ascension droite que le 
soleil , qneile que fût d'ailleurs sa déclinaison, passerait le même 
temps sur ou sous l'horison ; qu'enGn , si le relard ou l'avauce 
était uniforme , ce qui d'un jour à l'aulrc est toujours approxi- 
mativement exact, l'é-galité du temps passé sur ou sous l'ho- 
rison subsisterait encore pour (ous les astres. C'est le cas de ce 
qu'on appelle la sphère droite , ainsi nommée de ce que l'équa- 
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leur céleste el tous les petits cercles parallèles , ou cercles du 
mouTement diurne , out leurs plaas et leurs circonférences per- 
pendiculaires au plan et à la circonférence du cercle de l'horison, 
at que par suite, l'atceniion de tous les astres est droite, c'esl-à- 
dire perpendiculaire â ce dernier cercle , pour L'observaleur 
placé A son centre. Dans ce cas, c'est le côté ZP, adjacente 
l'angle P , qui est égal au quadrant , et l qui est égal i zéro. 11 
en résulte (^ et 34 ] 

cos.ZA sin. A 

sin. PA cos,d 

L'heure P" se trouvera donc â l'échelle horisontale inférieure 
[ celle des cosinus en heures ] de la première table , si on prend 
90" — di l'échelle verticale de la gauche , et qu'on suive la co- 
lonne horisontale qui part de ce chiffre , jusqu'à ce qu'on arrive 
à la valeur de h. Cette valeur de A sera verticalement au-dessus 
di' l'heure cherchée P". 

Si l'on entre dans la (ahlo par l'échelle horisontale supérieure 
on descendra la colonne qui part du même nombre 90" — il , 
jusqu'à ce qu'on y trouve le chiffre de k. Celui de P" sera cette 
fois, A l'échelle verticale de droite (intitulée aussi con'nui m 
heures) et sur la ligne horizontale de h. 

Nous rappellerons une fois pour toutes que, dans ces problèmes 
l'heure du soir et le supplément de l'heure du malin se con- 
fondent (74). 

77. Troucer l'heure vraie P", qvi répond, U jour de Ciquinoxe, 
à un« hauteur donnée, h , du soleil , ei. à uns latitude donnée, I. 

Ici c'est le côté PA, qui devient égal au quadrant , et la décli- 
naison, d, qui devient égale à zéro. La formule précédente se 
change donc en 

^^, C08. ZA sin. A . 

*'"*■ ~ "sÎdTzp" COS./ ' 

et P"' se trouve de la même manière que P", en cbangeaot d eu /. 
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78. Trouver l'heurt vraie P pour toute kautew, h , (oiit> éécU 

naitoH ,i, et toute latitude , 1. Si on se souvient defi explications 

doDiiéeB dans la première partie (35) on obtiendra d'un seul 

coup, au moyen de )a première table, deux angles y et «, tels que 



sin.rf ' " 810.(90"— «] * 

ayant x , on obtiendra , ensoile , l* par la formule 



tans* X 
tang. AP 



COS. P tang. ;90°-ra;) = lang. d; 
COS. P tang. (90' — d) = tang. x : 

c'est-A-dire que, prenant à l'échelle verticale de la seconde table 
le chiffre 90" — x , puis , Eiiivant la colonne horisontale à la- 
quelle il sert d'entrée , et s' arrêtant lorsqu'on sera arrivé à la 
valeur de d, on se trouvera verticalement au-dessus de l'heure 
cherchée P, placée à l'échelle horisontale inférieure. 

Celte heure est , comme on voit, la même que celte du lever 
ù la latitude a;. 

Noua avons préféré cette solution parce qu'elle nous parait la 
plus simple , au point de vue de l'applicalion des tables. La 
première partie de ce mémoire nous fournît, entr'autres solutions 
du même problème (4i ). la formule. 



sin. h 
tang. dlang. ( 
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d»Ds laqu^le od ee souviendra que ta déclinaison est positive 

vers le pdie élevé , et négative vers le pâle abaissé sous l'ho- 

rison. Si on suppose que, pour une latitude /, on connaisse déjà 

l'heure du lever P', répondant â la déclinaison d, el l'heure 

équinoxiale P"' répondant A la hauteur A , ainsi que le rapport 

eog. P"' . „ 

— = COS. X , on pourra également, d après ce que nous 

avons démontré dans la première partie (45) arriver A la va- 
leur dâ P par la formule suivante : 

« „ /j:-+-P'\ /œ — P'\ 
Cos. P = COS. X -+- C08. P' = 2 COS. I — - — 1 cos- 1 — — — I , 

On pourrait encnre se servir do l'heure P" dans le même but. 
Enfin , nous donnerons plus loin une dernière méthode à l'occa- 
sion du cadran solaire. 

La recherche de l'heure par un autre astre que le soleil, ne 
se compliquerait que de la dilTérence d'ascension droite entre cet 
astre et le soleil. I) suffit de la réduire en heures , et do l'ajouter 
ou la retrancher suivant que cet astre est à l'orient ou d l'occi- 
dent du soleil. 

79. Trouver l'angle A de l'aseention d'un a»tre à ion lever, 
d'aprii la diclinaiion, d, et la latitude, I, du lieu de l'obtervalion. 

Si nous nous reportons au triangle ZPA , dans la supposition 
du lever de l'astre fTSj. nous verrons que le cOlé ZA étant per- 
pendiculaire à la circonférence du cercle de l'hofîson , et le cOté 
PA> au petit cercle diurne de l'ustre, l'angle A du triangle ZPA 
sera égal à l'angle que ce petit cercle diurne fait sur l'horison , 
c'est-ft-dirc qu'il mesurera précisément l'obliquité de l'ascension 
de l'astre. Or, dans ce triangle , oi'i le cdté ZÂ est ^al au qua- 
drant , on a : 

COS. PZ sin. / 

sin. PA cos.»' 
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Donc, l'obliquilé A se trouveraan moyen de la première table, et 
par une seule recherche. 

80. Trowtr l'amplitude Z', ou le complément de l'azimut dti 
lever ou du coucher d'un attre; »a dielinaiion A étant donnée, atW 
gue la latitude I du lieu de l'observation. 

Dans le même triangle PZA , l'angle Z est le supplément de 
l'szimuth. Or, cet angle étant opposé à PA , on a celte solution, 
analogue à la précédente : 

COS. PA _ sin.d 

sïn. PZ COS. l 

Ainsi le problème seraégalementrésolaparla première table. 
Son ulililé principale dans la navigation est de vérifier la boussole, 
c'est-à-dire de mesurer la déviation de l'aiguille aimantée, ou 
son écart angulaire de la direction du nord. Pour cela , il suffit 
de mesurer la distance angulaire da l'astie â l'aiguille. La diffé- 
rence entre celte distance angulaire et le supplément de Z (ou le 
complément de Z' ) mesure la déviation de l'aiguille. 

Lorsque le point nord de l'iiorison eft censé connu (et pour 
cela , il ne faut supposer que deux observations , comme le 
lever et le coucher d'une même étoile, ou d'un astre quelconque 
dont le mouvement en déclinaison soit insensible; car les points 
nord et sud se trouvent alors à égale dislance du point du lever 
et de celui du coucher ) , l'observation de l'amplitude Z' ou de 
l'azimut Z peut servir â donner la déclinaison d au moyeu de 
la latitude /, ou plutét la latitude l au moyen de la déclinaison d, 
par la même formule que ci-dessus. 

81 Trouver l'heure oH le plan vertical d'an astre eit tangent au 
petit cercle de son mouvement diurne, la déclinatton, d, de Cattre 
et la latitude, 1 , du lieu étant données. 

I) est clair que la circonférence du petit carde en question, 
qui a pour pôle le point P, ou le pôle céleste, est perpendiculaire 
au rOté PA du triangle PAZ. Il s'en suit que, lorsque la condition 
du problème est remplie, le vertical ZA se trouve également per- 
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pendiculaîre à PA. Le triangle VAX, devenu rectangle en A 
doit donc nous donner : 

lanp. PA tang, d 

tang. l'Z lang. l ' 

Ainsi, l'heure se trouvera à l'échelle horisonlale inféneare 
de notre seconde lable, la déclinaison étant à l'échotlc ver- 
ticale, et la latitude à l'intérieur. 

On remarquera, d'ahord, qu'on ne peut mener de plan vertical 
tangent â la roule diurne d'un nslre , qu'autant que sa distance 
aa pAle élevé soit moindre que la distance du même p6le au zé- 
nith , ou ce qui revient su même , qu'autant que sa déclinaison 
vers ce même pOle, soi! plus grande que la latitude du lieu. 

Ou remarquera , ensuite , que le moment où l'astre chemine 
dan^ la direcliori du plan vertical est celui du maxincum de mou- 
vement en hauteur reinlivemcnt au mouvement même de l'aslre 
dans sa roule diurne; c'est par conséquent aussi relui où les obser- 
vations de hauteur donnent avec le plus de précision la valeur 
cherchée de P. Or, on snil que ces sortes d'ohservations, en mer 
surtout , sont plus faciles et plus exactes que les observations 
d'azimuth. L'heure approximative A laquelle il convient d'ob- 
server la hauteur d'un astre a donc une certaine importance. 

S2. Trouver l'heure otï un aelre d'une déclinaison donnée , d , 
pais* par le premier vertical, c'est-à-dire par le plan vertical 
dirigé de l'oueH à l'est ; la latitnde , I , du lieu étant f gaiement 
donnée, 

L'aslre qui peut, dans sa marche diurne , couper le premier 
vertical est justement celui dont la déclinaison est moindre que 
la latitude , c'est-A dire cc'ui qui se trouve exclu , dans le pro- 
blënie précédent 

Il est facile de voir qne la condition du problème sera remplie 
lorsque l'angle Z du Inangle ZPA sera «Iroit. Or, dans ce cas, 
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Donclamemetlcuxième Ubte donnera lu Eoluliou de ce pro- 
b'ème, si l'oa met, cette fois , la lalîlade à l'échelle Terticale, et 
la déclioaiBOQ à l'intérieur. 

Ce cas, comme le précédent, est celai d'un maximum dumou- 
vemeKt en hauteur, bien qu'il soil moindre que le mouveroeot 
même de l'astre dans le sens de son petit cercle diurne. Le ma- 
ximum au cas {trcsent, répond en eflet , à l'instant où le cdlé ZA 
fait un angle ffiini'mum avec la circonférence du petit-cercle, et 
par conséquent un angle. A, maximum a\ee le côtéPA, perpen- 
diculaire à celte circonférence, 

„ , BÎn. A , sin. PZ , 

Or, le rapport est eeal à — ; , c est-à-dire à une 

sin. Z sin.PA 

quantité constante , puisque la latitude, /^ 90" — PZ, ne varie 

[■as, et que la déclinaison, d=: 90° — PA, peut être considérée 

comme conslanle dans l'intervalle toujours assez court des deux 

observations. Il en résulte que A sera un masimum quand sin. Z 

le sera , c'est-à-dire quand Z sera droit. 

83. Trouvir la latitude, I , au moyen de la âéelinaiion, d, et de 
la hauteur, h, dupanagepar le premier vertical. 

I^ triangle , PAZ , rectangle en Z (puisque par hypothèse ZA 
est sur le premier vertical) donne 

„o..Pz = ÏÏLl^ 

COS. ZA ' 
ou 

sin. d 

sin , ( ^ -;— . ■ 

Kin. h 

Donc la latitude t se trouvera à l'une des entrées de la pre- 
mière (able, si l'on prend, à l'autre entrée, la hauteur h du pas- 
sage par le premier vertical, et la déclinaison d, à l'intérieur. 
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84- I^ méthode la plus simple et la meilleure pour trouver la 
lalitude , est celle que nous avons indiquée plus haul ( 74); l'ob- 
servalioii d'une hauteur méridienne; non-seulement parce que 
le calcul se réduit à une souBiraclion ou à une addition , mais 
encore parce que raslre» au momenlde son passage au méridien, 
n'ayant aucun mouvement en hauteur, une erreur assez notable, 
sur la direction de ce plan, ou sur le moment précis du passage , 
n'a pas d'eiTet seoEible sur la lalitude ; tandis qu'une erreur sur 
U direction du premier vertical peut faire varier considérable- 
ment la valeur de A. Mais, en mer surtout , on ne peut pas tou- 
jours attendre une nuit ou un jour favorable à l'ohservatioo 
méridienne. On a recours alors à deux observations de hauteur 
prises pour un même astre , et faites à un intervalle de temps 
qu'on mesure & la montre , laquelle , puisqu'il s'agit seulement 
d'an intervalle oa d'une différence de temps, n'a pas besoin 
d'être à l'heure vraie , il suffit que sa marche soit bien conDiic. 
En général , ce calcul est fort compliqué, puisqu'il se compose 
de la solution de trois triangles sphériques dont un seul , comme 
isoscele , donne lieu ù une abréviation. 

Mais on peut simplifier la solution des deux autres par le 
choix des données. Nous énumérons quelques unes de ces sim- 
plifications. 

85. Trouver la latitude, 1 , au moyen de deuw hauteur» h , fa' 
iti même aitre dam deux positions , A , B , situées à un quadrant 
de distance ; la declinaiton , d , étant supposée connue et égale 
pour les deux observalioni. [Nous pourrons la regarder comme 
constante s'il s'agit de deux observaliong du soleil laites i 
quelques heures de distance]. 

L'intervalle de temps, t, qui s'écoule entre deux observa- 
Uons du soleil, faites le même jour, est mesuré par l'angle P du 
iriangleAPB, dont le sommet, P, est le pAle céleste, et dont la 
base, AB est la dislance sphérique des deux positions de l'astre. 
Us deux autres câtés PA, PB, sont égaux, chacun, au complé- 
ment de la déclinaison commune , d. 
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Un a donc un générnl : 

2 sin. P.\ lang. PA 

el , au cas [irésent, oit nous supposons ÂB = 90", 

( sin. H^° 
â COS. d 

Ainsi , même dans le cas plus général où AB ne serait pas de 

90°, on trouvera dans la première table , la valeur de — à 

une des entrées , en prenant 90° — d ft l'autre entrée , et 1/S 
AB Â l'iolérieur. 

La même table donnerait également 1/2 AB au moyen de l/'S 
t. Quant à PAB, on trouvera son complément .dans la seconde, 
i l'entrée horisonlalo , en prenant PA ou 90o — d à l'entrée ver- 
ticale , et 1/^ ^B A l'intérieur, ou bien, en prenant le complé- 
ment de i/'â AB t l'entrée verticale , et la déclinaison , d, i 
l'intérieur. 

Ayant <lonc préalablement calculé l'intervalle de temps t A 
mettre entre les deux observations , pour que la distance AB 
des deux positions de l'astre soit justement d'un quadrant, le 
triangle ABZ, formé sur AB , comme base, avec le zénith, Z, 
pour sommet , sera supplémentaire d'un triangle rectangle, el 
son angle ZAB s'obtiendra pur la formule. 

cos.ZB sin. h' . 
COS. ZAB = - — -— = ) 



C'est-Â-dire, que le complément de ZAB se trouvera dans la pre- 
mière tablo à l'une des entrées, si l'on prend le complément de 
k i l'autre entrée , et A' à l'intérieur. 
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Les angles PAB et ZA.B obtenus , et , par suite , l'aogle PAZ, 
qui en est la dilfôrence, ou connaîtra le triangle PAZ, puisqu'on 
a déjà PA et ZA. On armera donc facilement i la valeur de 
PZ ^ 900 — /, par les règles données dans la première partie de 
ce mémoire. 

86. Le cas général où AB ne serait pas d'un quadrant , esige 
deux recherches au lieu d'uee pour le calcul de l'angle ZAB, 
qoi n'appartient plus à ap triangle quadrautilatère. 

87. Trouver la latitude, 1 , au moyen dedeux hauteurs , h, h', 
du toleil, à l'éguinoxe. 

Ce problème, comme celui du Ti." 85, suppose qu'on puisse 
mesurer esacloment l'interralle de temps ( qui s'écoule d'une 
observation à l'autre : seulement , ici , cet intervalle de temps 
n'est pas réglé à l'avance, dans la vue de mettre & un quadrant 
de dislance les deux positions A , B , de l'astre. Sa mesure est 
en même temps celle de l'arc AB , lequel , puisqu'on suppose les 
observations failesle jour de l'équinose , appartient à l'équa- 
tenr céleste. 

On aura donc AB = ( , AZ = 900 — A , BZ = 90» — A', pour 
les trois cOlés du triangle ABZ;ce qui permettra de calculer 
l'angle BAZ. 

L'augle BAP étant droit , puisque BA est l'équateur , et P le 
pAle, l'angle PAZ sera le complément de BAZ. 

Il restera à faire , vn que PA est égal au quadrant , 

Sin.f = cos. PZ = co9. PAZsio. ZA = sin. BAZcos. k, 

équation qui donne l par une seule recherche dans la première 
table. 

Nous n'avons pas besoin de dire que cette solution s'applique 
en tout temps , A un astre placé sur l'équateur céleste , aussi 
bien qu'au soleil , le jour de l'équiuoxe. 

88. Trouver lalatUude, I, par letemps, l, écoulé entre deuxobier- 
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vationt de haulewi igalet , h , d'un mime aslrt d'unt déclimmn 
d , eonnae. 

Soit M 1g milieu de l'arc AB (fig. 16 ) , et par conséquent le 
point où cet arc coupe le méridien. PZet ZM appartiendront au 
même grand-cercle, le méridien. 

Après avoir trouvé BM ou 1/2 AB , comme ci-dessus , par la 
formule. 

sfD. 1/2 AB = .in. PA an. .i- = CM. i .i«. i. , 

c'est-à-dire au mojea de la première lable , on cherchera, dans 

la même table , 

„,. coB. BZ sin. h 

COS. ZM ^ = 1 

COS.BM cos.BH ' 

puis , dans )a deuxième, 

lang. PM = COS. — lang. PA = cos. ~ cot. dT 

&ifin on conclura : 

( = 90" — PZ = 90° — PM -i- ZM. 

89. DE LAFARALLAXB. 11 résulte des explications déjà données, 
que la parallaxe, ou la différence entre le lieu apparent , A, et le 
lieu vrai. A', d'un astre, est égale à l'angle que le rayon visuel 
dirigé vers cet astre fait avec la ligne droite qui joint son centre 
à celui de la terre , ou , ce qui revient au même , eBt égal A 
l'angle sous lequel on aurait pu voir du centre de l'astre, le 
rayon de la terre aboutissant au lieu où se faisait l'observation 
qu'il s'agit de corriger. Il est clair que la parallaxe a toujours 
pour effet d'abaisser l'aslre sur le plan de l'horison, ou en 
d'autres termes, d'agrandir l'angle compris entre le rayon visuel 
et l'axe delà terre; que cette même parallaxe est d'autant 
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moins considérable , que l'astre , d'une part . est plus éloigné do 
la terre , et , d'autre pari , qu'on le voit plus prés du zénith , 
point où elle est (ont à fait nulle; tandis qu'elle est la plus grande 
possible A l'horison. 

La parallaxe borisontale que nous repréBenlcrons parp est 
facile à déterminer , lorsqu'on connaît (ainsi que nous le sup_ 
posons ici] la dislance absolue ou linéaire, D, du ceuire de l'astre 
au centre de la terre , ut la grandeur, r, do rayon terrestre^ car 
elle répond à la position perpendiculaire de ce dernier rayoD 
sur le rayon visuel; d'où il résulte que le «nui de la parallaxe 
horisontale eit égal nu quotitHt du rayon terrsitre par la distance 

de l'astre à la terre ; sin. p ^ — • 

La parallaxe, p*, qui répond à une hauteur apparente , h, ou 
bien à une distance zénithale apparente, S, quelconque , c'est-à- 
dire , ce que l'on nomme la parallaxe de hauteur , se déduit de 
la parallaxe horisontale p au moyen d'uo calcul fort simple, 
aussi. Le triangle rectiligne formé par le rayon terrestre, le 
rayon visuel et la ligne des centres n'est plus rectangle , comme 
dans le cas précédent. Il est obliquanglo; et l'angle que le rayon 
visuel fait sur le rayon terrestre est le supplément de la distance 
zénithale, et, par conséquent toujours obtus. Mais nous savons 
que dans un triangle rectiligne quelconque , les sinus des angles 
sont proportionnels aux cOtés opposés : il n'est pas difficile d'en 
conclure : 

aio. p' = 

Donc, si l'on a des tables de la parallaxe borisontale, ou 
( comme il suffit de le supposer ] des tables des diverses distances 
de l'astre à la terre pour chaque jour, on trouvera p', nu la pa- 
rallaxe de hauteur, au moyen de notre première table à double 
entrée, en prenant le chiffre de p à l'une de» échelles, et celui de 

11 
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â à l'autre : le chiffre correspondant de l'intérieur sera celui de 
}/. Il est vrai que , pour l'y (rouver comiiiodénient,il faudrait 
que la bande voisine de l'échelle fût forL subdivisée, de manière 
à dispenser de recourir au lablena des parties proporlionnelles. 
On remarquera , au surplus , que comme, sur une cerlaioe lar- 
geur, cette bande est sensiblement proportionnelle, on peut sans 
inronvéDieot,aulieude{?, prendre un de sesDiulliples.dës qu'on 
n'excède pas celle limite. 

Ce chiffre trouvé, il suffira de l'ajouter à J ou de le retraa- 
cher de h ; puisque les deux arcs i eih sont dans le même plan 
vertical quep'. 

90. Examinons , mainlenanl , l'effet que la même parallaxe , 
^, produira sur un arc qui s'écarte de ce plan vertical ; par 
exemple, sur ta dislance au pôle céleste P. 

Ou voit que l'abaissement vertical de A' en A , changera la 
distance vraie PA' en PA, distance apparente (fig. 16). Le pro- 
blème consiste donc à trouver la valeur de p" =: PA — PA' dam 
un triangle APA' dont le c6té PA et l'angle A sont supposés 
connus par une première opération , dans laquelle on a fait 
afastraclion do la parallaxe , et dont le c6té A'A ou f' a été cal- 
culé comme nous venons de le dire. C'est , ft proprement parler 
un cas du triangle obliqoangle ; mais , comme le cAlé A'A est 
très-petit i nous pouvons faire usage d'une simplification indi- 
quèe dans la première partie [ 68/ Pour cela , menant , du 
point A, la perpendiculaire AQ sur PA' l'arc QA' représentera, 
i, peu de chose prés, p" ou l'effet de la parallaxe sur PA'. Or , 
danslelrianglesphérique rectangle AQA', nous connaissons l'hy- 
polénuse AA' = p', et l'angle QAA' approximativement égal 
ùW — A. 

Nous en conclurons : 

Sin. p" = sîn. (90" — A) sin. p', ou p" = p' cos. A. 
Ainsi , nous trouverons la valeur de p" â l'intérieur de la pre* 
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mière table , en preûanl p* i l'une des entrém , et 90° — Ah 
l'autre. 

j/ se retranchiknl de l'arc ZA , pour le réduire â ZA', p" devra 
aussi se retrancher de PA , pour le réduire â PA'. lorsque 
t'angle A sera aigu. Ea général , p" auru le même signe que 
COS. A. Nous ferous donc : 

PA' = PA — p" = PA — p' cos A. 

Jusqu'ici, nous n'avons pas particularisé le point P, qui peut 
6tre pris pour un point quelconque du ciel. Si c'est le pôle, on a : 



Et, par conséquent, 

^ = 90" — PA-t-p": 

d étant , comme précédemment , la déclinaison. 

La parallaxe de la lune est la seule qui ait pour nous quel- 
qu'importance. l..'liorîgonlale varie, pour cet astre, de 53' à 61' 
environ, tandis que celle du soleil n'est que de 8 A 9". 

91. Z étant toujours le zénith, et A le lieu apparent, l'eflét, p", 
de la parallaxe p' sur un angle ZPA qui a son sommet en un 
point P quelconque (fig. 16), sera mesuré par le petit angle APA', 
dont le sinus est le quotient du sinus de AQ divisé par le sious 
de PA , tandis que le sinus de l'angle AA'B ( approximativement 
égal à A) est le quotient du sinus de AQ divisé par celui do 
AA' ^ p'. Il en résulte (approximativement aussi ) 

, gin. A , sin. Z sin. PZ , sin. P sin. P 

SlD,p''^8ID.p '"" "" "" 



sin. PA sin.* PA cos, k sin. PA ' 

attendu que 
sin. A : sin. Z ; sin. P :; sin. PZ : sin. PA : sin. ZA ou cos. f>. 
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Prenant P pour le pAle célcsle, l'angle P donnera l'beure. 
On aura donc , pour la correclion de l'heure P , 

, SiO. P COB. / 

p" = 1/ 

COS. A COS. d ) 

tormule dans laquelle nous avons subslilué, à cause de leur pe- 
tîtesseï p" el p' A leurs siDus. 

92. HÉFRACTIOH. La réfraction de la lumière est un effet phy- 
sique dont la théorie ne doit pas nous occuper. Il uoua suffit de 
savoir que cet effet se produit toujours dans le plan vertical de 
l'astre , comme la parallaxe , mais en sens inverse ; c'esl-ii-dire , 
que la réfractiou relève l'astre, ou le rapproche du zénith, tandis 
que Ia parallaxe l'en éloigne ; 
qu'elle est la même pour tous les astres ; 
qu'elle est nulle au zénith , et augmente à partir de ce point , 
en croissant rapidement lorsqu'elle s'approche de l'borïson , oà 
elle est évaluée à 33' 8/10 ou plus exactement à 33' 46', 3 
lorsque la température est de 10 degrés centigrades au-dessus 
de zéro, et la pression baroniélrique de 160 millimètres ; que la 
chaleur la diminue, tandis que le froid l'augmente; de (àçon 
que , pour réduire i la température zéro une réfraction obteoue 
à la température de -t- 10° centigrades , «t faut la multiplier par 
le facteur t,04, comme pour passer de la température zéro à la 
température de — IQo : ce qui revient à dire qu'une variation 
d'une minute dans la réfraction répond à une variation de chaleur 
d'environ 7 degrés 6/10 centigrades; 

enfin, qu'un accroissemt nt de pression augmente la réfrac- 
tion dans le rapport d'une minute de la réfraction borîsontale 
pour 23 milliméln» de pression barométrique. 

Quant & la réfraction que nous appelons de hauteur, par ana- 
logie avec la parallaxe de hauteur , et que nous représenterons 
parR', on réservant la lettre R pour la réfraction borisonlale , 
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elle dépend de la distance zénithale j; et ses rarialioiu peiivBnl 
être représentées par celte formule fort simple , due à Bradiey : 

R' = alaog(J -nR') = 

n étant un coefficient constant, et a uù angle indépendant de i, 
mais variant avec la chaleur ot la pression barométrique. 

Bradlej évaluait â 3 le coefficient n, et A 57" l'angle a, dans la 
supposition d'une température et d'une pression moyennes. 
La manière la plus commode de ttrer la valeur de R' de celte 
formule , est de faire usage d'un artifice de calcal sembable A 
celui qu'on appelle, en arithmétique , la règle de fausse suppo- 
sition. Il est facile de s'assurer, en eOel, que, si on introduit dans 
le second membre , une valeur approchée de R', ïl en rend à 
l'instant une autre beaucoup plus approchée. 

Pour faire concorder la formule de Bradley avec les observa- 
tions modernes , nous remarquerons d'alord que 

ffl = R'cot.{J— nB') = B'laog.(A-i-itR'); 

/' étant , comme précédwnment , la hauteur sur rhorison , on le 
complément de S. Ensuite, comme la formule doit satisfaire à 
la réfraction horisontale R, et que l'arc nR est toujours ass«i 
petit pour qu'on puisse le mettre à la place de sa tangente , nous 
aurons 

a R' tang. {h ■*■ nR'} 

" ~ R* R^ ' 

Or, les tables de réfractions qui se trouvent dans la connais- 
sance des temps , et qui sont calculées dans ta supposition d'une 
température de-f- lO" centigrades et d'une pression de 760 milli- 
mètres, donnent respectivement , pour les hauteurs 

30' _ 1" _ 2" — 3" — 5° - 15" — 36" — 45" — 65°, 
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28' 32" — 24' 2I%2 — 18' 22",2 — 14' 28" — 9' 64" 
— 3' 34.",3 — 2' 3",3 — 0' 58",2 — 0'27,'2. 

De ces valeorB de R' comparées à la réfraction borisonlata 
1 = 33' 46", 3, résultent respectivement pour n , 

1,62 — 2,67 — 2,74 — 2.80 -- 2,86 — 2,9 — 2,9 — 2,9 - 2,9, 



83*3— 53',2 - 64",6 ~ 55",8 — 56",9 - 58M — 58",9 — B8",4 - 58',i. 

Sur cet aperçu , nous croyons pouvoir afSrmer qu'il convieal 
d'atléauer la valeur attribuée au coefficient n par Bradiey , el 
non de la porter à 3 1/4 comme le propose M. Bïot ('). 

Le choix de a dépend de celui de n. 

Les valeurs de 68", pour le coefficient a, et de 2, 9, pour le 
coefficient n, conviennent d la partie supérieure de l'atmosphère, 
et donucnt dfs résultats très-exacts. Mais il faudrait des valeurs 
moins fortes pour la bande voisine de l'horison jusqu'à 7 ou 8° 
de hauteur. 

Prenant, comme moyennes, a:=54", 6, et n =2 3/4, ta formule 

R'=54",6tang.(J— 2 3/4H') = 54",5cot.(A+2 3'4R') 

sera encore très-commode, et pourra nous suffire pour toutes 
les hauleurs. 

Si on veut la rendre applicable t la température zéro, avec U 
même pression de 760 mïiiîmèlres, il faudra y remplacer 54'',6 par 
59" ; parce que a , proportionnel an carré île la réfraction faori- 



(*) AsUonomicphyii^ue, 3,>idiiioD, tome i."', pigti i3d i 



D,q,i,.cdbv Google 



( 163 ) 
gootale , doil élre mulliplié par ( 1,04)'. Le coefficient a =; 1' 
répoodrait A la température — 1°, environ. 

Lorsque l'aslre est Irès-voisin du zénith , on peut se contenter 
3e faire K' = a lang. S. Eu général, quand la direction du 
rayon luimineux ne s'éloigne pas trop de la verticale , la valeur 
de n influe peu sur celle de la réfraction R'. On peut même 
prendre » = 3 jusqu'à une distance assez rapprochée de l'ho- 
rison, sans changer le coefficient a, lorsqu'on se contente d'une 
approximation de quelques dixièmes de minute. 

93. L'analogie de la formule de Rradlcy, transformée comme 
il suit : 

ïang. K' = sin . a lang. ( iT— nR' ) 
Et de celle sur laquelle est construite la seconde table , 
Tang. 2 = stn. x tang. y, 

Nous apprend que , si nous regardons l'échelle verticale de cette 
table comme composée des différentes valeurs de cf — n R', les 
nombres correspondants des colonnes verticales les plus voisines 
seront aux valeurs de R' comme les nombres d'entrée des mêmes 
colonnes seront aux valeurs de a. 

soit , par exemple , le cas de a = 1', ( lequel, ainsi que nous 
venons de le dire , répond approximativement * la température 
— 1° et à la pression de 760 millimètres ) ; les nombres que l'on 
trouvera dans la colonne verticale de 1° seront , en degrés , mi- 
nutes ut dixièmes de minutes ce que sont en minutes , secondes 
et dixièmes de secondes , les réfractions , R', qui répondent à 
des distances zénithales égales aux nombres correspondants de 
l'échelle verticale, augmentés d'environ trois fois les réfractions, 
ou plus exactement, augmentés de deux fois et 3/4. Nous nous 
expliquons : les nombres 

5',2 — 10',6 — I6',0 — 21' ,8 — 28',0 — 34',ti - etc. , 
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plac^ i»nt la colonne verticale de l» , tîs t-vis 

5.0 _ 10» — 16" - 20" - SS» — 30" - etc. , 

de l'échelle parallèle, étanl réduits au 60.*^, ou change en 

5",8 - 10",6 — !6",0 — 21",8 ~ 28",0 — 3r,6 — etc., 

seront , respectivement , \es réfractions qui répondent aux dis- 
tances zénithales 

SOC 1/4 — 10=0' 1 2 — IS-tf 3 '4— -20O r- as» l' J, 4 — 300 1' l/2erc. ; 

ce qui est suffisamment exact : car les labiés de la connaissance 
des temps donnent, dans les marnes circoDstances , 

5",8 - 10",7 — 16",3 - 22",! - 28" ,4 - 35",1 elc 

Près de l'hoiisoii , la proporlionnalilé entre les colonnes de 
i- et de r cesse d'étru aussi parfaite , parce que celte propor- 
lionnaiilé n'a rt^ellemnnt lieu qu'entre les tangentes des nombres 
qui composent ces colonnes, et qu'ils deviennent trop considé- 
rables pour que l'on puisse confondre l'arc avec la tangente. 
Lorsque le désaccord est sensible entre la colonne de 1° divisée 
par 60 et la colonne de 30' divisée par 30, c'est cette seconde 
colonne qu'il faut préférer : et ainsi de suite, en se rapprochant 
de celle de i'. 

On comprend que, pour faire servir commodément notre table 
R a l'usage que nous lui assignons ici , il faudrait que , dans le 
voisinage do son échelle verticale , deâ subdivisions multipliées 
rendissent l'inlerpulation facile. D'autres motifs, encore, pour- 
raient faire désirer le développement des bandes qui avoisinenl 
les entrées- Mais ce sont là des perfectionnements que ne 
comporte pas un premier essai. Nous nous contentons de les 
indiquer. 
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94- Si , pour certains usage* de la formule 

ft' — nR' cot. [h -h nR') , 

regardée comme suffisamment exacte , il fallait eu dégager 
la quantité nR', on y parviendrait facilement par la trans- 
formation suivante : 

i —vers. (nR')-t-col. AsiB. {nR') 

I ang. (A H- llH'j = lang. h z 7-=7T — : ;-: — }— ir-,, • 

^ ^ * 1— vers (nR') — taiig.Asin.(iiR') 

Négligeant le sinus verse de l'arc »R' vis-à-vis du sinos ; 
remplaçant ce sinus par l'arc lui-même ; observant , enfin , 
que 

4 1 

tang. h-fcol. h = 



I. h COS. A tang.Acos.*A ? 

on trouverait : 

Tang-(A-i-»R')=tang.A j 1 -^ ^—r 7-^ — H^T ni 

( sin. Acos.R (1— nR lang.Ajt 



et , par suite 
R' =-- 



lang. h H — 1 -K (nR' lang. k]-t- etc. 

CO8 A f ) 



COS.' 3 Vtang. âj { \lang. ^J \lang. Sj ) 

formules dont les séries sont suffisamment convergentes. 

On peut , pour l'hooiogénéité , y remplacer nR' par » tang. 
H', et mR* par a , qui désigne un nombre de secondes variant 
en raison de ta chaleur et de la pression barométrique. 
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95. En général , l'effet de la réfiractioa de hauteur R' sur 
h déclinaison, d, sera , par anitt^ avec l'efrel de la paral- 
laxe (90) 

R' COR. A ; 

A désignant , comme plus haut , l'angle que le méridien da 
l'asire , ou son cercle de déclinaUon , fait avec son vertical ; 
da sorte que 

sin. A '. siD. P : sin. Z :: cos. l : cos. A COs. d. 

En second lieu , l'effet de la réfraction R' sur l'heure P , 
sera (91.) 

R'sîn. A sin. P cos. l R' 

cos. d COS. d cos.ft ' 

et l'on pourra, près du zénith, remplacer --paratang. S; 

près de l'horizon , par ; -,- ; 

tang. A -+-11 tang. R 

enfin, à l'borison même , par R. 

96. De ce qui précède ^ il résulte que l'erreur a , produite 
par l'eiTel combiné de la parallaxe et de h réfraction sur le 
calcul de l'heure P , a pour expression 

sin. P COS. t , 



cos, d 
p représentant , en général , 
R' 



:=^~ 



. , n tang. R' 
sin.A-f- K etc. 
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repréeenUnl , par conséquent, prè* du xénitli, la quanlilé 
a 
COS. S 
et, È l'horîzOD , p — R ; 

enfin (78) la hauteur h, étant liée A P, /, d, par l'équation 
sÎD A=:8iD. Isin. d-*-cos. Pcos. Icoi, d. 

AÏDsi |S , fonction de h , Tarie dans le sens de h, ou dans 
k sens inverse , saivant que 



. «tang.R' 

sin. n -\ t-etc. 

COS. A 



Dans ce dernier cas, ^ et a sont négatifs; c'est-à-dire que 
la correction se fait dans le sens de la réfraction : c'est ce qui 
arrive pour le soleil. 

I est nul lorsque l'astre est au méridien , ou l'observateur au 
pAle. 

Sans cbercher régulièrement l'oxpiession du maximum de 
a, OD voit de suite qu'il répond pour le soleil au maximum de 
fetàeâ, et au minimum de / et de A ; c'est-à-dire qu'il a lieu 
au solstice au lever et au coucher , et ponr un observateur placé 
i l'équateur ( à égalité de chaleur et de pression barométrique.) 
L'expression de — a devient, en cocas , 



car la déclinaison solstîciale du soleil , ou l'inclinaison de 
l'édiptique , sujette à une variation séculaire , est maintenant 
d'environ 33" 27' 1/2. 
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Suppoioiw K — p = S3' 6/^0 : nous aurons a = 36' 6/40; 
c'eit-à-dire que le nisximam de la correctioo sera de 2 minutM 
ot eoviroD â6 secondes de temps. 

La correction obtenue par la formule ci-dessus sert à passer 
de l'heure astronomique A l'heure apparente, ou de l'heure 
apparente à l'heure astronomique , a un inslant donné. 

97. L'avance ou le relard que les deux mêmes causes d'erreur 
produisent sur le lever , c'est-à-dire la différence entre le lever 
astronomique el le lever apparent , fait l'objet d'un autre pro- 
blâme , que l'on résoudra par les coosidérations suivantes. 

A étant le lieu du lever apparent ( fig. 16] et A' le lieu vrai de 
l'astre en ce moment, soit A' le lieu du lever astronomique, 
c'est-â-dire du lever (el qu'il se ferait si la parallaxe et la réfrac- 
tion étaient nulles. L'angle A" PA' réduit en temps, et que nous 
représenterons par r , mesurera l'erreur cherchée , et sa valeur 
s'obtiendra rigoureusement par la différence des angles A" PZ ' 
A'PZ, calculés séparément dans deux triangles dont on connaît 
les côtés , savoir : le cOté commun , PZ, égal au complément de 
la latitude l, les c6tés PA", PA', égaux au complément de h 
déclinaison d, que l'on peut toujours regarder comme conslanlc 
pendant le temps t ; le côté ZA" égal au quadrant ; et , enfio, 
ZA' égal au complément de AA' ou de p — R , c'est-à-dire de 
l'excès de parallaxe horisonlale sur la réfraction horisontale. 
Nous supposons ici que la première l'emporte sur U seconde. 
Lorsque le contraire aura lieu, il suffira de prendre A A' néga- 
tivement, et ZA' comme un arc de plus de 90". 

Les points A , A'. A", étJnt ordinairement fort rapprochés , on 
puurra simplifier le calcul. Le petit triangle AA'A" est rectangle 
en A , puisque son côté A'A appartient au vertical de l'astre , et 
AA" a l'horison. Son troisième côté, A'A', que nous représente- 
rons par (T, peut se prendre par le chemin parcouru par l'astre 
dans le temps t ; ce qui donne 

C08. d 
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A la rigueur, le chemia parcouru n'est pas ud arc de graod- 
cercle, c'est un arc de pelil-cercie, s'il s'agit d'une dtoile ou d'uD 
aetrequin'a pas de mouvement eo déclinaison. C'est iine courbe 
fort voisine d'un pareil petit-cercle, dans les autres cas, puisque 
le mouvemeut eu décMuaison est toujours fort leot. Hais , entre 
dans points fort rapprochés, sur la sphère , il est permis de con- 
fondre l'arc de petit-cercle avec l'arc de grand-cercle, comme 
l'arc et la corde, sur le plan. De cette confusion, résulte celte de 
l'angle AA"A' avec l'angle, e, de l'ascension de l'aslre. Nous 
savons déjà (79) que 



Le petit triangle rectangle AA'A' nous donne, de plus, 
sin. (p — R) 



'•(P-R). 



sin. e COS. d 



ou, comme l'angle t est supposé assez petit pour qu'oi 
sobsliloer lang. rftsin. t, 



Bin.[p— R) sin. i ' 

Ainsi, la première table fournira d'abord les valeurs de e qui 
correspondent aux différentes valeurs de d, pour un même lieu, 
dont la latitude est t; et , lorsque la température et la pression 
barométrique pourront élre supposées uniformes , une seule 
recherche dans la seconde tahle, fera connaître la série des valeurs 
de r , qui correspondent à celtes du t. Les valeurs de r seront 
dans la colon&e verticale dont le chiffre d'entrée est j> — R , et 
les valeurs de 90° — s dans celle dont ie chiffre d'entrée est l, les 
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unes eo regard des autres. SupposoDs, par exemple qu'il s'agisse 
de corriger la série ddnuée plus haut [75) des heures du 
lever du soleil i la lalitude de 30o. Faisaul I := 30°, et supposant 
R ~ p := 33' 6/10 ; ce qui , en loute saison , répond A peu près à 
une lempérulure de 10*^ centigrades et ft une pression baromé- 
trique de 760 millimètres , nous trouverons une série de correc- 
tions , depuis 33' 6/10 ( ou 2 miouEes 14 secondes de temps ) à 
l'éqtiiDOxe, jusqu'à 43' 7/10 [ou 2 minutes 55 secondes de temps) 
au solstice. 

98. Cette méthode d'approximation ne doit pas être emplojyée 
sans précaution. L'angle t, d'ascension surl'horison peut devenir 
fort petit, pour certains astres, ou pour certains lieux relative- 
ment à un astre donné. En ce cas , l'arc A' A* ou a crott considé- 
rablement , et il faut tenir compte de sa courbure, surtout 
lorsqu'elle dilTèro beaucoup de celle d'un grand cercle ; ce qui 
arrive lorsque l'aslrG est voisin du pOle, ou que d approche de 90". 

Pour montrer la nécessité de la correction et même de 
l'emploi de la première méthode, lorsque l'asceasion est très- 
oblique, nous dirons que , vers tes confins de la zOne appelée 
tempérée, et surtout dans la zone glaciale, l'excès de la réfraction 
sur la parallaxe peut avancer le lever du soleil et retarder son 
coucher d'une ou plusieurs heures, comme l'excès de la parallaxe 
sur la réfraction retarder le levoi et avancer le coucher de la 
lune; que l'avance ou le retard peuvent aller jusqu'à la suppres- 
sion du lever et du coucher du soleil pendant plusieurs jours, etc. 
Enfin , qu'en certains cas , l'erreur qu'on ferait en employant 
la méthode ci-dessus serait plus forte que la correction elle- 
même. 

Cet effet, qui alTecte l'heure délerminée par une position don- 
née du soleil relativement à l'horizon, n'est pas le même lorsqu'il 
s'agit de l'heure prise dans un sens absolu , ou déterminée par la 
position respective du soleil et du méridien. Dans ce dernier cas, 
au contraire, il diminue lorsqu'on approche du pôle, où il est 
tout à fait nnl, ainsi qne nous l'avons déjAdit. (96) 
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99. GNOHONiQtE. Nous avoDs vu que la seconde des deux labiés 
qui suivent pouvait être r<%ardée comme celln du lever ou du 
coucher des astres. A un autre point de vue , elle est également 
celle des augles horaires du cadran solaire pour toutes les bti- 
ludes et pour toutes les situations de ce cadran, soit relativement 
i son inclinaison sur le plan horisoolal , soit relativement à son 
orientation ou au point du cercle de l'horison , qu'il regarde le 
plus directement. 

On De sera pas étonné que , malgré la généralité de cette 
table, elle soit moins volumineuse que celles qui se trouvent à 
la suite de quelques traitéâ de gnomonique, et qui ne sont rela- 
tives qu'a un cerlaÎD nombre de plans verticaux , et à une éten 
due de pays ou une zAne limitée, si l'on songe aux double-em- 
plois qui résultent nécessairement de leur défaut d'ensemble. La 
plupart de ces traités sont aussi d'une longueur rebutante dans 
leur partie théorique (' ]. Nous n'y renverrons donc pas pour y 
trouver la démonstration des formules Irigonométriqties dont 
Dous avons besoin. La méthode que nous emploierons , pour 
obtenir ces formules nous est indiquée par la forme même de 
nos tables. 

Si l'on conçoit au centre de la terre , supposée diaphane, un 
plan disposé parallèlement à celui de notre horison et recevant 
comme aa cadran, l'ombre de l'axe même de la terre, et il est 
évident que les lignes d'ombre de midi, une heure, deux heures, 
etc., seront respectivement les traces des plans de 24 méridiens 



(*) Koui D'aTODï p» beieia de dût qua et rtpmth» n'atteint pis le pelîl 
Inilé d> gnomonlqus publii pai M. Delczenoc (Paris <l Lille, iSo6 ). Cet ouTTage 
'A au coaiTtirt d'une exlréme slai^licilè ; mais il ne doune pas lea formule* Irï- 
gonométriques. L'aiilenr emploie la méthode de la géomilrie iJetcripIÎTe , et 
dimontre directemenl le cai le plui général , celui du plan incliiié-Jécliiianl. 
Malgré l3 (tifCèieiice d» méthodes , on le consultera arec fiuil pour i'intrlligeuca 
de nos principale! démoiutrations, auxqaellei l'abience de Rgurcs a pu laisser 
■pidque obscnnté. 
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ëgaleroeot espacés entr'euii et dont le premier, ou le aùtte propre, 
lui sera perpendicalaîre. Avec en peud'atteDlion,on reconnaîtra 
que faxe X, la ligne d'ombre Z, variable avec l'heure , e( , eoGo, 
la méridienne M ou ligue d'ombre do midi , que nous prendrons 
pour l'origine de la ligne variable Z , sont les trois arêtes d'uD 
angloïde triangulaire variable , mais toujours rectangle, et dont 
le coin droit est placé sur la méridienne ; 

que des deux angles plans qui le comprcDoeiit, l'un est formé 
par l'axe et la raéiidienoe, et conséquent ment égal i la latitude l, 
puisque la latitudn se défiait la hauteur du pôle ntr le plan hori- 
lontal. L'autre, que nous désignerons par x, et qui est formé 
par la méridienne eL la ligne d'ombre , s'appelle fangic horaire 
du cadran. 

Enfin, on verrj que le coin X placé sur l'aie et opposé à la 
face X mesure l'heure vraie , relativement à nous, et qu'il varie 
en même temps que x, l étant une constante- Ceci admis , il est 
ctnir qu'un doit avoir : 

Tang. X = tang. X gin. I, 

formule qui s'appliquera non seulement an cadran placé au centre 
de la terre parallèli^ment à l'horison , mais encore au cadran 
horisontal placé A la surface, s,il est muni d'un ase factice, c'est- 
à-dire, d'une verge parallèle à l'axe de la terre: car il ne saurait 
y avoir de ditTéreuce entre les angles des deux cadrans, dés que, 
suivant l'usage généralement adopté en gnomonique, on fait abs- 
traction complète de la parallaxe et de la rëfraclion 

Ainsi , pour tout cadran horiiontal, la tangente de l'angle ho- 
raire fit égale au produit de la tangente de l'heure par le sinut de 
la latitude ; formule analogue à celle qui sert de base à noire 
seconde table. Cetteseconde table contient donc, à l'intérieur, tes 
angles horaires du cadran horisontal, les heures étant i l'échelle 
verticale, et la latitude à l'échelle horisontale. 
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Or, il est TÏsible qu'uo cadran disposé comme onvoadra, soil 
par rapport à sod degré d'inclinaisoD , soil par rapport à soo 
wieDlation, est toujours parallèle au cadran horizontal d'un point 
du globe qu'il est possible de déterminer. ( Il y a même deux 
points duns ce cas ; mais ua seul est éclairé en même temps que 
le cadran proposé. ] 

Il est également évident que les cadrans horizontaux sont 
identiques, pour une même latitude : la longitude n'entre pottr 
rien dans la formule ci-dessos. 

Il en résulte qu'ayant la table des angles horaires du cadran 
horisoDtal selon les différentes latitudes, nous pourrons l'appli- 
quer à un cadran donné dans une position quelconque , si nous 
savons trouver la latitude et la longitude du lieu que nuus appel- 
lerons auxiliaire , dont l'horison est parallèle au plan du cadran 
donné. En effet, par lâ latitude , nous aurons la relation entre 
l'angle horaire et l'heure du lieu auxiliaire ; et par la longitude 
nous aurons la différence entre l'heure du lieu auxiliaire , et 
l'heure du lieu proposé. Nous allons donc nous occuper de la 
recherche de la latitude et de la longitude auxiliaires; mais aous 
ferons remarquer, auparavant , que la formule 

Tang. « ^ tang. X un. l, 

est indépendante de la déclinaison du soleil. Ainsi cette décli- 
naison, qui varie dans le cours de l'année , et fait varier la hau- 
teur du soleil et son azimut ou la direction de son plan vertical 
pour une même heure , suivant les saisons , n'a pas d'influence 
sur les angles horaires. Les plans d'omhre projetés par l'axe 
sont invariables. C'est une propriété de la ligne parallèle à l'axe 
de la terre , et qui en détermine le choix pour toutes les situa- 
tions du cadran. Cet axe, indépendamment de son point d'inser- 
tion , est rattaché , réellement ou fîctivemeni, au cadran par une 
verge fixée &son extrémité et placée dans une position perpen- 

13 
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dicnlaire i bod plan. Cette secoode verge s'appelle & tlyfa. Enfin , 
la li^ne droite qui joiut le pied du style et le point d'insectîOD 
de l'axe s'appelle la louttytaire. Quelquefois , an lieu de l'ombre 
de l'axe, le cadran reçoit l'ombre ( ou le point lamiDeax entouré 
d'ombre) d'un gnomon de forme variée, qui seraltadieau cadran 
d'une manière quelconque. Mais le point central de ce gnomon, 
celui dont la projection donne l'heure , peut toujours âtre sep- 
posé placé à l'extrémité de l'axe ou du style; ainsi, le calcal 
des angles horaires reste le même. 

100. Le problème de la détermination de ces angles horaires 
se trouvant débarrassé non seulement de la parallaxe et de li 
rétraction, mais encore de la déclinaison du soleil, perd son 
caractère astronomiqne pour appartenir exclusivement à la géo- 
métrie descriptive ou à la trigonométrie. De ce que le plan du 
cadran proposé est parailéte a l'borizon du lieu auxiliaire L', et 
son axe pnraliëie A l'axe de la terre , il s'en suit que le 
plan mené par l'axe, perpendiculairement au plan du cadran, 
est parallèle au méridien du lieu auxiliaire. Sa trace, ou 
la sottstylaire serait la méridienne dans ce lieu auxiliaire ; et , 
comme la méridienne d'un cadran horizontal est sa ligne d'ombre 
la plus courte , il s'ensuit que la sousljlaireest également la 
ligne d'ombre la plus courte sur le cadran proposé (nous faisons 
jci abstraction de la variation diurne de )a déclinaison, comme 
trop minime pour faire dévier sensiblement telle ligne mi'ntma.) 
Il résulte encore de celte comparaison et de l'abstraclion de la 
variation diurne de la déclinaison , que la méridienne du 
cadran horisonlal, et la soustylaire de tout autre, divûent 
en deux parties égales , chaque angle formé par les lignes 
d'ombre d'égale longueur, observées le même jour; enfin , que 
le procédé connu pour tracer, au moyen de ces deux ombres 
d'égale longueur, une méridienne sur un plan horisonl«l parfait 
peut s'appliquer an tracé de la soustylaire d'un cadran placé 
dans une position quelconque, mais supposé parfaitement plan : 
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de sorte qae la difScalté d'avoir une snr&ce plane et boriionlale, 
pour le premier cas , se réduit a celle d'avoir une surbw plane, 
pour le scoud. 

101. Habituellemeut la position du cadran est donnée, l.o par 
son ittcUnaùo» ou l'angle qu'il fait avec l'borison; 2.o par son 
orientation mesurée au moyen d'un angle auquel on donne 
communément le nom de déctinaUon , et que nous appellerons 
déviation ou azimut , afin de conserver an mot déclinaison son 
acception usuelle, celle qu'il a en astronomie. Cet angle se compte 
depuis le point cardinal du midi ou du nord jusqu'où point cul- 
minant du demi-cercle intercepte par le plan du cadran sur le 
cercle de l'borison ; co qui explique su^saœœent la locution 
suivante : ce cadarn décline ou dévie de tel nombre de degrés 
du midi vers l'est. 

Le plan vertical perpendiculaire au cadran , détermine aussi 
cet azimut ou cette déviation. On peut donc l'appeler simplement 
vertical du cadran , en étendant â la goomonique une ex- 
pression usitée pour les astres. 

De ces denx données, l'inclinaison que nous représentermu 
par 1 , et la dévialioa ou l'azimut que nous représenterons par a, 
nous concluroDS la position du lieu auxiliaire par l'observation 
suivante qui nous parait trop simple pour nécessiter une démons- 
tration : si , partant du lieu donné, Lj on suit, sur la surface de 
la terre , la direction de la déviation a du cadran , c'est-à-dire 
la circonférence de grand cercle tracée par son vertical, on 
trouvera le lieu auxiliaire , L', â la tËstaoce mesurée par l'incli- 
naison t. 

C'est, comme on voit, un problème de géographie fort facile, 
dont voici la solution trigonométrique : 

/, désignant la latitude dn lieu donné, L; j*, la latitude du 
lieu auxiliaire, L'^ D la différence de leurs longitudes ; P, lepôle 
terrestre; on pourra, avec les trois poiolsP , L, L', ponr som- 
mets , former un triangle spbérique dont deux angles seront 
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P=sD, L = 180<> — ael les IroJs côtés, LL' = i' , PL = 90* 

— (.PL' — 90»— i". 

On sera ramené ainsi au cas du triangle obliquangie PLL', 
dont OD connaît deux cAlés , PL, LL' , avec l'angle compris L , 
et dont on cherche un second angle, P, et le troisième cdté, 
PL'; c'est-A-dire , ramené A dens problâmes résolus d'une ma- 
nière générale dans la première partie de ce mémoire. Lenrg 
solutions analytiques, après qu'on y aura lait entrer les valeurs 
décos. L= COS. a, cos. PL^^sin. l, etc., seront (43 et 45.) 

sin. f ^siD. 'cos. t —cos. 'sin. t coB. a; 
^ cos. t cot. i -*- COS. a sin. t 



Quaot à l'usage des tables dans la solution des mêmes pro- 
blèmes , on a le chois entre plusieurs méthodes, parmi lesquelles 
nous indiquerons seulement les deux suivantes. 

Soit k U distance sphériquc mesurée sur la circonférence do 
grand cercle LL', entre le point L et le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du pdle P ; on trouvera sans peine, que 

tang. k = cos. a cot. 1,- 

. - . cos. (i-t-A) 
sra- e = sin. t i — — ; 



Ces trois équations résolvent le problème, en donnant successive- 
ment chacuos des trois quantités h, f, D, au moyen d'une seule 
recherche dans l'une ou l'autre des deux tables. 

L'examen attentif de la construction que nous venons d'indi- 
quer fera reconnaître que K est le complément de la portion de 
la ligne LL' qui se trouve comprise entre le point L et l'èquateur. 
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H en résalle que le cbIcdI soccessïf des deux triaDgIes rectangles 
formés par la ligne LL' el l'équateur, comme premier et deu- 
xième cAlés , et le méridien de L ou celui de L' comme troisième 
cAlé (*}, nous donnerait les trois mêmes équations. 

La seconde méthode dont nous voulons parlei*, consiste à 
prendre une distance g sur le méridien de L, depuis le point L 



(*) Oa a pa inHrer de l'iisigc qnc noua faisani dci Irianglei rjuadrantilatiru , 
Axât la picmUre parlîe de ul oiiTisge, que le triangle obliguangle peut le liioudre 
par Bâ dé composition ta deui de ces triangles aunai bien que par »a décom- 
posilian ta deux trianglei rectangles. Hais nout n'avons peat-êirt p» luiSuni- 
ment dérdoppé cesconiidérationi. 

En giniral, ehacup« des irais dicom positions de la deriiièra eapice conapoiid 
à deux de la prea:iiire ; parce que , pour une perpendîfulain abaisaèe du lonuoel 
d'un angle sur le c6té opposé , pris pour bue , il j a , entre ce même aommet «t 
celte même base , deui tranaieiiales égales au quadianl. La lomme on la diflï- 
rence des deai tiiinglei quadrant il alèrei formés par une m£me tianiversale a'cc 
la biM et l'un ou i'aulra des deiii cAtés élevés du IriangU donné , équivaut aussi 
k ce triangle lui-même. Il n'est pas difficile de s'asiuier que la deux iransTetaales 
(ont i an^e droit sur la perpendiculaire , dont , par conséquent , Ieui5 piedi lont 
les pAles que la perpendicaUire Mil de mesure i l'angle qu'ellea font arec U base; 
enfin, que le triangle quadrantilatîre composant el le triangle rectangle composant 
asiU sur Is mSme base , et qui se correspondent , ont : i.° un cAté commun et un 
angle commun nu supplémentaire ; t." un angle et un cAlé camplémenlaires , pria 
avec le même iigne ou le signe opposé; 3.° un cAté et un angle réciproquement 
de même mesure, parmi lesquels figurent l'angle droit et ta quadrant. 

A ces deux sjslèinel de triangles , on peut joindre celui dont il eil parlé brii- 
lement dam le texte , el qui comprenil les deux Irianglei rectangles formés par la 
base du triangb donné , le graod cercle dont ton sommet est le pAle, et enfin , 
l'un ou l'autre des deux c6 Lès, prolongé s'il te faut. La somme ou la différence 

des triangles doublement recta nglei et doublement quadranli1aleres.il lonl , i.o nn 

un angle égal ou supplémentaire; 3.° un angle ri un cMé complémentaires. 

Il en résulte que , dans l'application de la trigonométrie aux trois systèmes , on 
rclTomelea mêmes quantités aiecleaeul cbangeminit de quelques sinui en cosinus, 
de tangentes en colangenlet , el réciproquement. Mail on arrive i des quantités 
différentea , lorsqu'on cbange la baie du triangle. 
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jusqu'au pied de la perpeadtculaîro abaissée de L'. De cette i 
bçoa , on trouve , pour remplacer les deux preoiiAres des trois ' 
équations d-dessos : i 

* taog. 9 = COS. a tan^. t ; 

COS. g 

La sappontion d'nn cadran vertical simplifie le probt&ne. Dans 
ce cas, l'angle 1^90", comme l'arc LL' et l'arc g. Le triangle 
PLL', devenu quadrantilatëre, dispense derecourir aux fonnules 
précédenles et donne : ifi 

Sin. C = — COS. / COS. a , ' 

avec le signe — au second membre , parce que l'angle L du 
triangle PLL' est oblns quand on suppose l'angle a aigu ou qu'on 
)e mesure dons le sens de PL; (Les latitudes j, f, étant mesurées 
toutes deux en sens inverse des cdtés PL , PI/, leur changemenl 
de signe s'annule) ; 

et 2.», lang. D = -i — : — '— , oncoL D = -i-cot.agin./, 

avec le signe -*• , parceque D se mesure dans le même sens que 
l'angle P , et que le signe -f de cos. PL suppose que les angles P 
el L se mesurent en sens conlraire l'un â l'autre. 

Enfin , pour an cadran vertical , esposé dlreclemeat au midi, 
on trouve simplement 

D = 0,I' = /— 90°. 

103. L'avantage que peuvent présenter nos deux tables dans 
la recherche de ^ el de D en fonction de l, de a et de t, ( re- 
chercbt) qui n'a lieu qu'une fois pour un cadran donné) n'est 
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rien auprès des services que la secoade read dans le calcul des 
angles horaires, parce qu'une fois la latilude auxiliaire 
trouvée, celte série d'angles se déroule avec tout le détail 
qu'on peut désirer , dans une colonne verticale naarquée , à son 
entrée, du degré de ladite latitude auxiliaire. Seulement , les 
angles horaires que la colonne contient ne répondent aux heures 
placées en regard , à l'échelle parallèle , que lorsque la différence 
de longitude est nulle ( ce qui a toujours lieu quand la déviation 
est nulle elle-ménie. ) Il faut, en général, ajouter à toute la série 
des heures un même nombre d'heures ou de minutes, calculé 
d'après cette différence de longitude, à raison d'une heure 
pour 15°, et prendre l'origine des angles à portir de la sousty- 
laire , ou bien retrancher le premier angle de tous les autres. 

Pour offrir un exemple do ces calculs , nous proposerons un 
cadran placé près de Paris , à la latitude de iS" 55' 2/10 , et la 
longitude ; déviant de 60°, du midi vers l'est, et incliné de 29°. 

Avec ces données , on trouvera dans les tables : 

g = 15" 29' 4/10 , r = -^- 30", D = 29. 

Cela signifie que le cadran est parallèle à l'horizon d'un lieu 
situé à 30° de latilude boréale et 29° de longitude E de Paris ; 
c'est-à-dire paralllèle à l'horison d'un lieu voisin du Caire, il 
en résulte que l'ombre doit arriver sur la soustylaire du cadran 
à 10 heures 4 minutes du matin. 

Les lignes horaires, à supposer qu'on se contente de les tracer 
( ou les lignes entières , ou leurs extrémités] de 5 en 5 minutes, 
dans cet ordre, 

12^_12''5'» — 12M0™ — lîMS" la^aO"' — 12''25" — etc., 
répondront aux heures suivantes du lieu auxiliaire , 
Ik se" — SM" — 2" 6"" — a"- 11™ — 2^ 16™ - 21' SI"" — etc. , 
et feront avec la soustylaire les angles suivants ( dont nous n'^écri- 
vons que les degrés et minutes de degré j . 
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«o 29/ _ igo 15' — 17° 2' — 17° 50' — 18" 38' — waS' - elc, 

ou bieoiarecla méridienne, ces autres angles, 

— 0" 46' — 1° 33' — 2" 21' — 3° y — 3" 59' — etc. 

Si le loéme cadran était redressé verticalement , en conservant 
la même déviation , il résulterait de ce changement de données : 

f = - 19° Iff, 9; D = 66» 28', 9. 

Le cadran serait donc parall^e à l'horison du lieu situé à 
19° 10' 9/10 de latitude australe et 66» 28' 9/10 de longit. E 
de Paris, et l'insertion de l'axe se ferait, par le bout le plus 
élevé, tandis que dans l'exemple précédent , c'était parle bout 
inréricur. Telle est la signification de la conformité des signes 
de l et de f dans ce précédent exemple , et de leur diversité 
dans le dernier, où le p6le élevé sur l'horison se trouve être le 
pdle abaissé , relativement à la face éclairée du cadran. 

Le problème ainsi résolu , le but ordinaire de la gnomonique 
ostatteint. Ce que nous ajoutons dans les paragraphes qui suivent 
n'est , pour ainsi dire , qu'un hors d'oeuvre. 

103. Jusqu'ici , nous n'avons considéré que les directions des 
lignes horaires , et non leurs longueurs, dont la roiînaissance 
n'est pas nécessaire au tracé du cadran; nous allons nous en 
occuper accessoirement. 

L'ombre de l'extrémité de l'axe, comme celle de tout point 
fixe placé entre le soleil et le cadran, décrit chaque jour, sur le 
plan de ce cadran une section conique , ou une portion de sec- 
tûia conique. A la rigueur, ce n'est réellement une section cA- 
nique qu'au solstice, époque où le mouvement en déclinaison 
du soleil est nul. Maisentont temps, ce mouvement est assez 
faiUe: pour que la courbe décrite par la projection diurne 
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do l'ombre se confonde sensiblement avec la section co- 
nique quirésuKeiaildela suppression complète du mouvemenl 
en déclinaison. Lorsque le point projeté est situé sur l'axe même 
du cadran , son ombre apparlieut au cûne droit auquel cet axe 
est commua el dont l'angle générateur est égal au complément 
de la déclinaison prise avec lu signe contraire. 

Nous ne donnerons pas l'équation de la section cOnique, parce 
que ce serait nous écarter de la trigonométrie. Mais nous donne- 
rons des formules qui serviront A déterminer les longueurs des 
ombres pour tous les jours de l'année, et qui permettront, consé- 
quemment, de tracer par points toute la sériedes couibes diurues. 
Cette méthode a même une précision plus grande que le tracé 
continu, puisqu'elle permet de tenir compte de la variation diurne 
de !a déclinaison. Nous nous contenterons do dire que la section 
conique est en général une hyperbole ou une ellipse , suivant 
que le soleil, relativement à l'hortsun du lieu auxiliaire, se lève 
et se couche, ou qu'il reste plus de 24 heures sans se coucher; 
que c'est une ligne droite i l'équinoxe, lorsque le cadran est 
situé de manière à, recevoir l'ombre; ce qui n'arrive pas, par 
exemple, pour le cadran parallèle au plan de l'équateur. Celui-ci 
n'est éclairé que pendant six mois, chaque année, et ne reçoit 
que des ombres circulaires. A l'équinoxe, le cercle devient iu&ni. 
Eq général , l'ombre de l'extrémité de l'axe est une ligne droite, 
appelée équinoxiale, et qui sert Sx tracer les lignes horaires lors- 
qu'on se sert des méthodes graphiques. 

104. Eleportons nous (98) au cadran horisontal et au trièdre 
rectangle qui a pour arêtes l'axe, X , la méridienne, M, et la 
ligne d'ombre , Z, projetée par l'axe sur le cadran. Appelant 
\ , M , Z , les coins placés sur les aréles désignées par ces mêmes 
lettres, etx, m,l, les angles des faces respectivement opposées, 
et parmi lesquels, l mesure la latitude, nous aurons, pour déter- 
miner l'angle de la face m, comprise entre les arêtes X et Z, 
l'équation 
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COS. X? 

c'est-à-dire que m l'obtiendra par nne seole recherche dans la 
deuiième table. 

Cela posé , soient : « , la longueur finie de l'axe; 

t, la loogaeur finie de Z on de l'oBobre 
portée sur le cadran ; 
p , la ligne droite qui joint l'exlrémitâ de -/ i celle de Ç; 

Soit de ploSj comme précédemment, d, la déclinaison do 
soleil vers le pôle élevé. Les lignes droites m, p, K, qui forment 
un triangle, nous fourniront les proportions suivantes ; 

. t sin. [m" — d) cos.d 



sin. 


190°- 


-m 


+ i) 




cœ 


1. (m- 


■J) 




■in. 


m 




= 




sin.i» 




sin. 


(90°- 


-m 


^-Jl 


GOg 


.(m- 


■i) 



Non seulement la première table nous servira à trouver, son^ 
forme de sinus, le rapport de p ou de ï , à l'axe « ; mais elle 
nous donnera iitrect«>?Mnt ces lignes droites, si nous prenons, 
comme mesure commune [ eu remplaçant par exemple, les cen- 
timètres par des minutes de degré ou des fractions de minute) 
un arc assez petit pour que « , p et ç , se confondent avec leurs 
sinus. En effet , le sinus de |3 sera le quatrième terme d'une 
proportion dont les trois premiers nous sont connus, savoir: 

Sin. [90"-— t»-f-d), sin. ( 90» — rf ), et sin. «. 

De même , le ^nus de p sera le quatrième terme de ceux-ci : 

Sin. (90* -" m-i-d), sin. m, et sin. >. 

II suffira, pour chacun , d'une recherche suivant le mode exposé 
dans la première partie (35). 
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Soient mainlenant , e, la looj^ueiir da style , et A la hanleur 
angolaire do soleil snr rhorizoo. Il est clair qae 

f ^ et sin. l ; 



Donc 

sic. A sin. (90° — 

BÏn. l BIQ. 



Celte forœiile, avec le secours de la première (able, nous 
donne la hauteur du soleil en fonction de la latitude, de la 
dédinaison, et enfin d'un angle auxiliaire , m , que nous avons 
eu , par une seule recherche dans la seconde table, en fonction 
de l'heure et de la latitude. Réciproquement elle peut donner 
ffi. et, par suite, l'heure, en fonction des autres quantités. C'est 
une nouvelle solution d'un problème dont nous nous sommes déjii 
occupé (78). 

lOS. La formule précédente donnerait la hauteur angulaire h' 
du soleil suruD cadran incliné-déviant, si on remplaçait la lati- 
tude, /, du lien donné, parla latitude , r, du lieu auxiliaire, 
et l'heure, X, par l'heure X.', du lieu auxiliaire; les valeurs 
de l' et de \' étant fournies (101) par les équations 

sin. V =: sin. l cos. t — cos. t sin. t cos. a ; 
)S. t col. i -h COS. a sin. / 



^col. (X'-X)= - 

On pourra donc obtenir h' en fonction de X et de (i , ou A en 
fonction de X' et de tf , etc. 

lOd. Les heures où le cadran commence ou cesse d'être éclairé 
seront exactement celles oâ le soleil se lève ou se couche sur l'ho- 
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rizoD du lieu auxiliaire L', ai Ton Tait abstraction do la parallaxe 
et de ia réfractioD. Seulement, il faut réduire ces heures i la 
maniAre de les compter au lieu proposé. Aiosï , daos l'exemple 
cité (103) d'un cadran placé près ds Paris, parallèlement à 
l'horizon du Caire , il faut letraocher 1 beuro 58 minutes de 
toutes celles du lever comme du coucher du soleil au Caire, pour 
avoir les heures de Paris. Cette correction change la série des 
levers qu'on a vue plus haut ( 75 ) en uno autre série , qui 
s'étend depuis 3 heures 3 miontes 58 secondes jusqu'à 5 heures 
minutes 2 secondes. 

107. La corrr.tion & faire , en raison de la parallaxe et de la 
réfraclioD . à l'heure marquée par le cadran solaire ne diffère 
pas de celle dont oowt avons donné la formule A l'article 98. 
Mais la correction applicable à l'heure où le soleil vient éclairer 
le cadran fait l'objetd'un calcul plus compliqué que nous passe- 
rons i cause de son peu d'importance. 

108. Le cadran solaire peut recevoir l'ombre de la Inné. Eu ce 
cas, pour avoir l'heure, il faut ajouter A celle du cadran, le retard 
de la lune sur le soleil. Ce relard se conclut facilement de la dif- 
férence d'ascension droite des deux astres, ou de l'heure de deux 
passages consécutifs de la lune au méridien, heure que l'on trouve 
calculée dans l'annuaire du bureau des longitudes pour le méri- 
dien de Paris. 

lOd. Nous terminerons ici ce qui concerne la gnomonique, en 
disant que certains traités donnent , sous le nom d'équation du 
tempt, uns lable qui sert à réduire eu temps moyen , d'après 
l'époque de l'année, l'heure vraie marquée par le cadran solaire, 
aQn delà faire concorder avec celle que donnerait une horloge 
d'un mécanisme parfait. Dans la même intention , le tracé du 
cadran est quelquefois surchargé d'une courbe fort compliquée 
représentant la projection de l'ombre de l'extrémité de l'axe A 
midi du temps moyen. Nous négligerons la table et la courbe, re- 
gardant comme peu rationnelle lasubstilution du temps moyen au 
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leops vrai , du moins , dans les usages civils. Pour faire voir le 
lice du premier mode de suppulatîoa, il ne faut que supposer la 
différence plus considérable ; l'égaler par exemple , a un dcmi- 
jourau lieu d'un quart-d'heure, au bout de quelques mois. Co 
sontles horlogeSf qui devraient porter cette correction du temps, 
si elles étaient assez parfaites pour fonctionner tout un an Kans 
écart sensible. Mais de nombreuses causes de dérangement fout 
qne les meilleures doivent, de temps en temps , être réglées sur 
le cadran solaire ou l'observation des astres; et il ne serait peut 
être pas beaucoup plus difËcUe d'imaginer un régulateur pour 
leur faire marquer le temps vrai^ que les régulateurs destinés i 
obvier aux variations de la température. 

110. PROBikHESUEGÉOGBAPOIEET DB N AVISA TIO II. DeUX pOtntt 

L, L', de la tarface du ghbe étant connui par Itvri latilwUs 1 , 1', 
et leur diffèreaee de longitude D ; trouver le maximum de lati- 
tude , m , atteint par leur route directe (ou le grand-cercle gui le$ 
joint) ainti que le point de cette roule où le maximum a lieu. 
Si nous formons un triangle , avec les points L , L', et le pOle , 
pour sommets, nous connaîtrons ce triangle par l'angle du pOle , 
qui est égal à D , et par les cAtés qui le comprennent, et qui sont 
égaux aux compléments de l el de l'. Le point où le maximum 
a lieu est celui où la route est perpendiculaire au méridien. 

Ainsi , d'après ce qus nous avons vu dans la première partie 
(53) appelant respectivement D', D — D' lesdifférences de longi- 
tude eatre L et L', d'une part, et ce point maximum, de l'autre, 
nous aurons 

Cos. D* : COS. ( D — D' ) :: cot. f : cot. (. 

Si doue nous prenons uu angle auxiliaire y, tel que 

col. l' lang. l 

COS. y ^ r = : :; ) 

" cot. ( lang. l' 

angle qui se trouvera avec le secours de la deuxième table, nous 
arriverons à cette équation. 
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( 188) 
COS. D* 
C08. (D— D') ' 



qui DOiii donoera, à ootie chois, D' on D— D', par le moyen de 
la première table , et par suUe, la longitude du point cherché. 
Arec le secours de la même table nous obtiendrons ensuite la 
lalitiMle m en prenant pour guide la formule 

col. ffl 

col. i 

N. B. La plus courte dislance au pAle étant le complément de 
m, il est clair que la solution précédente s'appliquera sans (Ut- 
âcullé au calcul delà distance angulaire [90° — m) du p(t)e 
céleste au plan vertical dans lequel on aurait observé , au même 
instant , deux étoiles d'une déclinaison connue ^delif. Il sutEt 
pour cela de remplacer dans les formules ci-dessus , / et ^ par 
dlei d'. Pour arriver ensuite A connaître la direction du nord an 
moyen de celle du plan vertical en question, appelons ^ , l'angle 
de ces directions, et /, la latitude. Nous aurons : 

COS. m 
Sin. 5 = - 

COS. 1 } 

équation dui nous servira de guide , pour trouver € dans la pre- 
mière table. Cette méthode d'orieniation peut être employée 
avec avantage dans le tracé des méridiens. 

111. Le) mêmes ckogei étant potée» que dans le problème duN." 
précédent, trouver l'angle gue la route directe de Là L' fait aveu fe 
méridien du point de départ, celui du point d! arrivée , et, ginérak- 
ment, avec tous les méridiens intermédiaires. 

Appelant L, l'angle de route au départ ; L', l'angle de roule 
an point d'arrivée, et A te terme général de cet angle a tous les 
points A intermédiaires; enfin, A le terme général de la différence 
de longitude relativement à L, nous aurons , en nous aidant des 
valeurs de m et de D' obtenues par le problème précédent : 
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COS. L C09. L' COS. A 

"°' "* ~ sia. D' "" sio. (0 — D') ~ sm.[D' — A) 

et COS. f» = COS. / ÛD. L = COS. t sia L', 

équatioDi qui nous feront troaver les valeurs de L , L', A, dans 

la première tsJ>le. 

112. Si on appelle \ la latitude qui correspond A l'ange de 
route A , il est clair, d'après les relalioas qui existeal entre les 
sinns des angles et les sinus des cdtis opposés , qu'on doit avoir : 

Sin. L : sin. A :: coa > : cos : l; 
ceqm nous apprend qu'wie route directe tracit rar la lurfaee du 
globe eoape tuecesticement tous ht mértdieni de tnaniin que le 
n'iMM de l'aiijU de roule ett invertement proportionnel au coiiniu 
de la latitude. Il en résulte que cos. m = cos. "k sin. A. 

113. Nous pourrïoDB également trouver les distances de L et 
de L', ou généralement , de L et de A , en fonction dos mêmes 
laUtades et longitudes ; mais nous nous contenterons du petit 
nombre d'exemples qui précèdent. Its suffisent pour montrer 
l'atilité du système de tables que nous offrons an publie- 
En résumé , suivant nous , l'avantage de ce système se montre 

surtout dans les problèmes qui n'exigeai pas une extrême précî- 
rion. On obtient de suite quatre solutions approchées, c'est-à- 
£re, quatre termes déjà fort voisins , entre lesquels le terme 
cherché doit se trouver. Les différences de ces termes permettent 
déjuger si une interpolation est nécessaire, et jusqu'où on doit 
en pousser le calcul. On ne craint pas qu'une erreur dans ce 
calcul éloigne beaucoup de la vérité. On apprécie immédiatement 
l'Importance que les fractions négligées peuvent avoir sur le 
résultat, et, souvent, l'interpolation se fait à vue d'œil. L'usage 
de ces labiés serait plus satisfabant encore, si on les développait 
assez pour rendre l'interpolation inutile au genre de problèmes 
qne nons avions plus particulièrement en vue en les construi- 
sant. Pour cela , il sufËt que, nulle part , les intervalles des deux 
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entrées, ni les différences premières [horizontales ou TerLicates} 
des nombres de l'intérieur , n'excèdent la fraclion du degré qu'il 
est permis de oégliger dans la solution de ces problèmes i e(, 
d'après ce que DOus en avons dit, il est clair qu'on y parviendra 
sans augmenler démesurément les tables. Mais le volume de 
celles-ci grossissant eu raison composée du fractionnement dam 
les deux sens , on comprend l'impossibililé de se débarrasser de 
l'interpola lion lorsqu'il s'agit de problèmes qui exigent une plus 
grande précision. De ce cOté, les perfectionnements ne peuveal 
avoir pour objet que de rendre l'opéralioD plus facile. Un des 
plus notables sera de substituer aux colonnes de différences, que 
nousavons placées de dislance en distance entre les nombres, 
de petites échelles sur lesquelles ou trouve immédiatement , sans 
aucun calcul , ce qu'il faut ajouter ou relraacher 'ou nombre 
voisin du nombre chercbé. Mais ces échelles, toutes petites qu'oo 
les suppose , tiendront la place de plusieurs différences ; ce qui 
nous conduit à multiplier les subdivisions de manière, noa- 
seulement à faire disparaître les trois espèces de diffcrences 
secondes , fiaais encore â rendre chaque différence première 
commune à tout un groupe de nombres. Dans ces condilioDs, 
nous croyons à la possibilité de donner commodément les se- 
condes de degré ; peut-êlreaussi leurs dixièmes : car, si le volume 
s'accroît, les différences secondes, de leur cAté , décroissent 
comme les secondes dimensions des intervalles des entrées(*j. 
Les nombres de l'intérieur exigeront quatre chitfrcs au lieu de 
trois, dans le premier cas, et cinq dans le second ; mais on pourra 
convenir d'écrire ces chil&es sans séparation , bien qu'ils n'ap- 
partiennent pas à la division décimale du cercle. Un tel déve- 
loppement des tables n'est donc pas impossible. Nous laissons à 
décider aux astronomes si son utilité compenserait les difficultés 
de l'entreprise, 

(•) Voir la DoU qui saitce Miinoire. 
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I\'ote supplémeniaire sur t'inierpolaiion des tables 
à double entrée. 



L'iiilerpolalion des tabler à double entrée gagne trop , sous 
rapport de la simplicîlé et de l,i généralité , â être traitée par 
le calcul infinitésimal , pour que nous puissions nous dûpeuser 
de revenir > dans une noie , sur un sujet que nous n'avons fait 
qu'efQeurer dans le Mémoire ménie(art. 33), parce que sa forme 
élémentaire noas interdisait l'usage de cette méthode d'analyse. 

Soient x , y , z , trois varinbles représentant trois nombres 
correspondants de la table ; les deux premiers appartenant aux 
entrées horiiontale et verticale, et le troisième, à l'intérieur. 
Quelle que sait l'équalion qui lie les trois variables x, y, z,s\ 
nous considérons les deux premières comme indépendantes, 
et que nous désignions par Ax , Ay leurs accroissements indé- 
terminés, ou leurs différences finies , nous aurons : 

h=:ix — -H-1 — -^ — -1 -H etc.; 
rdz\ (4y)' /d*s\ 



' '' (^) - 



équations dons lesquelles h représente , comme précédemment , 
la ilifféreiit-'e horizontale , c'est-à-dtre , la dinërence partielle 
Gnii! pai' rapport à la seule variable cr ; t>, la différence vi'rti- 
rale ou différence partielle relative à y ,- r , ta différence ri'ii- 

13 
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pi'oqu« , c'est-à-dire la difTérence mixte qui complète la difTé- 

. . „ fàz\ fdz\ fd*%\ 

rence totale de z ; enfin I — ) . { — l , — l , etc. . Ii>s co- 

\dx) \ày) \dx'J 
efficient diiTérentiels partiels des divers ordres. 

La différence seconde horiionlale , qui est la ditTérencu île 
deux différences premières consécutives , aura évideuamenl pour 
expression : 

On trouvera semblablemenl pour la différence seconde verti- 
cale : 



=i»»i' 



(^y 



Les différences troisièmes, quatiièmes, etc., n'ont pas d'utilité 
{HHirooas. Si le fractionneiUenl de la table était poussé fort loin, 
on pourrait se contenter de la première dimension de ix , iy. 
il en résulterait , 



(I) 



^O"- 



Ei> ({énériil , nous ne regarderons ces valeurs de A et do t> 
que comme une première approximation. Maïs nous supposerons 
le fractionnement sulîGsaDt pour nous permettre de négliger les 
dimensions de ix, Ay, supérieures i la seconde , et de rédaire , 
par suite ) a un seul terme, les valeurs des trois différences 
secondes. Nous aurons ainsi 
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et il noue suflira d'aj»uter l/'2 A, à la première appr.oximalion 
de h, et 1,'3 f, A la première approximation de u. 

('es formules sont générales , ou indépendantes de toute sup- 
position particulière sur les relations des trois nombres corres- 
pondants, a;, y , z. Nous allons mftilenant en faire l'appliculioD 
â nos tables A et B. 

L'équation de relation de la premiéro est : 

sin. z =: sia.x siu. y. 
Nous eu lirons d'abord ces dérivées : 



taug- g . 
lang. y ' 



dz\ sin y COS. a: (ang. s . {dl^\ siu.aicos. y 

\dxj cos, ï lang. ;r \dy } cos. s 

et de celles-ci , après diverses téduclious , 

COS.* y ,. ios.° 3T, . 

«, = — (:iog. = j— \lixy ; u, = — taug. e — i— W ; 



l- X COS. V 



lang. z (A£c)* tani;. s cos.* y ^ 
lang. X 1 .2 COS.* z ' 

tang X {^yT tang. z co».' â; 
tang. ^ 1.2 COS.* z 

Le preiuier terme des valeurs ci-dessus de A et de e, lorsqu'on 
y remplace x ,y, z, ix, Ay, respective roenl par a, b, e , d. d!, 
est l'équivalent de la valeur approt-bée que nous avnus obtenue 
précédemment (33). 

Passant à la deuxième table , dont l'équation de relation est 

tang. s ^ sin. x lang. y , 
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nous Iroavons : 



{dt\ . Bin. (2z) 

I — |=ccos.*ïC08.a!tapg. y=:— '- , 

\dx) âtang.a: ' 

{ài\ COS.* s Bin. x sia. (2z) 

V«*y/ ~ COS.» y ~ sio; (2vl ' 

*A = — sin.l23)!l/2H-i— — î (iic)* • 

810.(32] j sin.*2 ( 



('»)■ : 



sin. (î ï) SÏQ. (y 


-^'1 


y 

sin 


(»-») 


sin. 12 s) 


12» 


-2 


....;( 


sin. (2 y) tang. a: 
sin. (\.) 


•isin, a y) lang. ic 




ERRATA. 







àg 


«7 


Ï7 








&s 




47 


j5 


6i 


'S 


i48 


4 



diRïrciKe ««onde lécjptoqup 
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ATBBTlSSEnBMT. 

Table A. 

Cette lable contient les produits de deox einiu, produits eiprimfs 
eax-mêoies un sinns. E]le repré>«Dle l'équalioD indc terminée â trois 
;rariables ; 

Sin. arsin. y = sin. i. 

Le nombre de degrés (t) du prodait est à l'intérieur, et hs nombres 
cnrrespomlsnls {x et jf] îles facteurs sont aux deux entrées , savoir : le 
plus élevé [x] des deux facteurs , à l'entrée supérieure ou horizontale ; 
le moins élevé [y] i l'ccbelle latérale ou verticale. Ces trois nombres 
sont disposés de façon que celui du. produit [s] se trouve au point de 
Toisement de deux colonnes , l'une verticale , descendant du premier 
facteur (ir] ; l'autre horizonlalc , parlant du second facteur (j/). 

La table est divisée en deux bandes horizontales de 4*^" chacune , et 
subdivisées en dem parties , dont une au verso et une au recto des 
feuillets. 

Dans cette table , comme dans la suivante , le degré est divise en 600 
parties , ou en dixièmes de minutes : d'oii il résulte que les deux pre- 
miera chiffres de )a fraction dounent les minutes de degré , et que le 
dernier chiffre , multiplié par six, donne approximativement 1rs se- 
condes de depré ; que 450 de ces parties équivalent i une minute de 
temps , et 2 1/'2 des mêmes parties à une seconde de tempe. 

Les colonnes de produits (dans le sens horizontal comme dans le 
sens vertical ) , sont séparées , de 5 en 5 , par des colonnes de diffé- 
rences prises entre ces colonnes de produits , mais réduites uniformé- 
ment pour correspondre à une différence de 15' à l'échelle parallèle. 
Les différences intermédiaires , c'est-à-dire des produits placés dans un 
même groupe , varient peo. Il est facile de les évalurr à l'œil , lors- 
qu'elles ne se confondent pas loul-à-fait. Ces différences (prises comme 
nous l'avons dit , relativement à une différence de 15' â l'échille pa- 
rallèle ] , se partagent proportionnellement lorsqu'on veut les faire coi^ 
respondre à noe différence comprise entre et 15'. Ce partage est 
facilité par on tableau qui se déplie en-dchoi-s du volume , et de l'usage 
datjDel il est facile de se rendre compte à la seule Inspection. Il porte , 
au aurplos , une courte eiplicalion. Le nombre que l'on cherche dans 
la labie l'tant ordinairement intermédiaire entre quatre des nombres 
qai s'y trouvent écrits , on le compare au plus voisin ; et la différence 
horizontale ou Tcrtïcale , prise relativemcnl à ce nombre le plus voiÀa , 
est positive ou négative , suivant que dans le même sens , horizontal ou 
Tcrttcal , ce nombre est inférieur ou supérieur au nombre cherché ; ce 
qui se voit par la comparaison des facteurs à l'entrée. 

Pour trouver le ogmbrc cherché , ii itiffit d'ajouUr, au nombrt 
voisin, la différence horitonlale et la différence vertitale, calculées comme 
nous l'avons expliqué et accompagne es du signe indiqué par l'observation 

Afin de réduire le format des toblei , nous n'avons fait entrer dan* 
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les colonnes de produit* que b fractiOD au degiv , excepté sor les bords 
da cadre , o^ îl Taal le chercher, eo marchanl enire deux li^es brisées 
contenant les pr-oduits qai appartiennent à ce même nombre de degrés , 
oa qui ne dirPèrcnt que par la fraclion. Plus loin , ces lignes brisées se 
resserrant dans le sens verlical , nnua en avons «opprime les barres 
horizon ta 1rs. Les iinrrcs verlicalcs suFTisent pour indiquer la direction 
de ces lignes brisées vers le bord du caJrc. D'ailleurs, un autre effet 
de lenr disposition entre les nombres est de montrer qu'elles excluent , 
pour ceux de droite, le degré place à gauche sur la même ligne hori- 
zontale. Il faut l'aDgmRnler d'une unité , et s'il y a plusieurs barres 
sur la même ligne, il faut ajouter une unltti après chacune d'elles. 
Au surplus, le lecleur pourra rétablir â la |)lanic les barres eup- 

Pour éclairer ceci par un eiemple, nous proposerons de tronver la 
c6té 6 d'un triangle sphcrique rccUingIc dont on connaît l'aogle 
opposé B --= 24" 20' et l'hyiioténuse a = GS» 8'. 

L'équation qui donne la valeur de b étant 
Sin. b ;=$in. B sin. a, 
un cherchera 69> 8' à l'échelle horizontale , et 24° 20 à l'échelle 
VMiicaic. 

On trouvera que le nombre de la table qni se rappioche le plus de 
b est 22" 466 , qui répond aux facteurs sin. 6»° et sin. 2i° 30' ; qu'à 
cet endroit de la table, la différence verticale [pour 15'] est de -4-24 et 
la dilTérence verticale — 13S;que, par conséquent , les dilTérences de 
b sont respectivement -H 15 et — 92 4 ce qui donne 6 = 22° 587 = 
22o 38' 7/10. 

Table B. 

11 n'y a que peu de changements à faii'e anx explications précé- 
dentes , pour les rendre applicables à la table B. 

Celle-ci représente l'équation indéterminée : 
Sin. X tang. y ^ tiing. x. 

Elle donne , sons la forme d'une tangmte , le produit d'nn sinus et 
d'une tangente. 

Le sinus reste tonjours è l'entrée supérieure. Les deni taDgcnla sont 
l'une à l'entrée de gauche , l'autre A l'inlérienr de la table. 

Cette table est divisée en deux bandes horizontales chacune de 45o, 
subdivisée en deux parties, dont la première est au verto et la seconde 
an rtclo du feuillet suivant. La seconde bande est tionquée dans sa 
partie droite inférieure. 

Cour suppléer i cette partie supprimée , il faut changer l'équation 
fondamentale ci-desaus en : 

Sin. a; tang. (90o — x) =. tang. 90» — y) , 
c'est-A-dire regarder le nombre de l'intérieor comme le complément 
de la tangente qui servait de facteur dans l'équation primitive, et le 
nombre de l'entrée de gauche , comme le complément du produit. 
Soient , par exemple, t." : x = 37« 'SV 33» ; y = ^ff. 
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On descendra le long de la coloDDe Terliuale qai a son point de 
départ an nombre 57» 3ff de l'cntrftesnpérieMre, et on lasuivra jatqu'à 
oc qa'oD se ti'ouve vis-à-vis 53° ^0' de l'ccbelle de gaache, ou , du 
moius , vis-â-vts de l'intervallR de Si" 30' à 33» de cette éclielle. 

A cet endroit, une dirTérenee de 10 minutes à celte même âchi^lle 
répond à 73 oa T 5/10 de dilTérencc dans la colonne où l'on est ; d'où 
r^nlle - , — = 21» 1 1' 8 -+- 0» 7' 5 = 21« t9' 5. 

3.9 Si les donuées sont : 

w = ZT>ZO'; y = 59»52', 
on descendra dans la même colonne de sin. 37o 30', jusqn a ce qu'on 
atteigne le nombre de 90" — Si)" 52" = 30« 8', dans la colonne elle- 

Ce nombre de 50» 8' étAut intcrm<-diatrc entre tes deux nombres 
30" 009 et 30" 256 qa'on j trouve écrila , la diff.^rence de 7 1 ou 7'1 
( relativement au nombre inCcrienr ) , répondra à tinc difFereace de 81 
oa 8' 1 de l'eDtrée de ganclie. D'où l'on conclut : 

90» — « = 43" 38', 1 ; ï = 46» 21', 9. 

Cette table, marquée B, conlien'' dans quclqnos-nnes de 6csp»ges, 
les différences secondes réciproques qui n'étaient point semsibles dans la 
fable A , mais qui , dans celle-ci , ne peuvent pas toujours être ncgli^ 
gécs. Quand elles passciunl l'anilc , ou an diiièmc de minute , on les 
trouvera aui pointa do cioisenient des colonnes de difiéi'enocs horizon- 
tales et des co[onncs de différencrs verticales Elles y sont , comme ces 
mêmes dilTérenccs , réduites pour correspondre nnii'ormément à 15' de 
différence à cbaque ealrée. La diffiirence seconde réciproque est le 
maximum de l'crror qu'on fer^ en se bornant à tenir compte des diffë- 
Tttiea horizontale et verticale. Si on veut faire la correction , ou tenir 
compte de cette difTérence seconde , il faudra la réduire dans les deux 
sens , ou par la combinaiMiu des mdrnes proportions qui ont servi i 
rédnire séparément les diffi>rences premières. 

Ainsi , ayant a: = 1» 25' ; y = 75<i 7', 5 j 
le produit sin. 1» 15' x tang. 75" étant tang. 4° 393 , ou 
la..g. 4" 30', 3 

10 

La différence horizontale , pour 10*, étant 55', 5 x — = 37', 

La différence verticale , pour 7', 6 , étant 4', 9 x -^ = 2", B 

'il- «■- 



10 7, 5 
Et la différence réciproque, ... *' *^ ^ TS ** Tk" 



On conclura. ..... x =5»19', 1 

On trouvera d'autres explications, concernant les mêmes tables, dans 
le mémoire qui précède , art. 30 à 55. 
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